IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIITIEIHLA 3AITATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATURE

IIpBu pa3pen — A kareropuja

Oswmauumo ca H opromenrap tpoyria, ca O meHTap OMUCAHOT KPY-
ra, ca A’ u C' nmogaoxja nopmasa u3 A u C Ha HacIpaMHe CTPAHUIE
BC u AB u ca Ay n By cpemumra crpanuna BC u AC. Heka je
IBAC = a, <CBA = [ u <ACB = ~. lIlokasxumo npBo na je «
omrap. I[IpermocraBuMO CympoTHO.

1° ¥Ykomuko 6u o 6uo mpas, Taga O6u TemMe A MCTOBpEeMEHO OMIIO U
oproreHnTap, na 6m To 6uimo um npecexk OjiepoBe MpaBe W CTPAHUIE
AC (1j. A= H = M), wro je wemoryhe jep M mpunana yHyTpari-
IBLOCTU CTPpaHUIE.

2° Ykonuko je « Tym, tama je tauka H Bau Ttpoyria AABC (tj.
nmamo pacnopen tavaka A’ — A — H) u kako Ojneposa npasa OH
ceue yuyrpammoctu crpanuna AC m BC mmamo pacmnopen tayaka
A" — N —C, re je yrao <A'NH omrap, 1j. yrao <CNH = <CNM
je Tyn. Auswm to mosaaum ga je CM > CN (jep je macupam Beher
yraa y Tpoyriy ACNM Beha crpannna), mro je y CyOIPOTHOCTH
ca ycysoBoM 3amatka na je CN = CM.

Tume cmo mOOUIAM KOHTPAIUKIU]y Y oba ciaydaja, Te je yrao «
omrap. AHaJIOTHO ce ToKa3yje ma u yraoBu [ u vy MOpajy OuTu or-
tpu, te je AABC omTpoyriu u HeroBoj YHYTPAIIHBOCTUA Ce HAJIA3U
opromenrap H.

Capna u3 npasoyraor tpoyraa AACC’ nobujamo <ACC’ = 90° —
a. Kako je <CAB nepudepujcku yrao Han sykom BC mobujamo ma
je <COA, = %<IC’OB = %-2 - <CAB = «, a omarie je <OCB =
<OCA; =90° — . Crora Basgku <HCA =90° — a = <OCB.

W3 jemnarokparor tpoyraa ACN M wnmamo

CN=CM = <CMN =<CNM.

Omarne caemu nomymapuoct AHMC =2 AONC (ycy: <MCH =
90° —a = «<NCO, CM = CN, <CMN = <«CNM), omaocuo HC =
OC. Capma mvmamo ma je AHA'C = AOB;C (cyy: HC = OC,
JHCA = <HCO+90° —a=<0OCH +90° —a = <0CB;, <HA'C =
90° = <OB;C) u3 uera cnemu CA’ = CB;. Ho rako je NAA'C
npaBoyriu, a By cpemumre xunoreHy3e (M IEHTAp OMUCAHOL KPY-
ra) e je CBy = B1 A, nakne AA’CB; je jemHakocTpaHU4YaH, 3HAYUN
<B1CA" = <ACB = 60°.




Hamomena: yuyeHunmumMa KOju HUCY pa3MaTpajii ciaydajeBe 3a Bpel-
HOCT yIJia « Oqy3eTu 3 moeHa!

[IpernocraBuMo ma ce Tauka P HaJja3u Ha yHyTpammocT ayka BC
(roju me canpsxu A). Tama je PB4+ PC > BC, nok je PA sehe
WU jeIHAKO Marmko]j on mBe crpanune BA,CA: 6ap jeman on yriioBa
<PBA u <PC A uuje omrap, 6e3 yMamema OMIITOCTU MOKEMO y3E€THU
na je to <PBA, u tana je PA najseha crpanuna y APBA (macupam
Beher yrua une Beha crpanuna), tj. PA > BA. Ilpema Tome, 36up
PA+ PB + PC uuje mamu o1 30Upa HEKe OBEe CTPAHUIE.

C nmpyre crpane, ako ce P mokiama ca TeMeHOM HajBeher yria
rpoyrina AABC, ouna je PA+ PB + PC jennako 306upy mnBe Haj-
Mame crpanune. Cruenu na je TpaskeHa tauka P Teme najBeher
yraa (OJHOCHO, jemHO O TEeMeHa, aKO jé TAKBUX BUIIE 3a CIy4Yaj
jeIHAKOKPAKOT MJIN jeTHAKOCTPAHUYHOT TpoyTia). Ha ocHOBY mpet-
XOJQHOT BUAVIMO M4 je mocMaTpaHu 30up cTporo Behu 3a cBaku npyru
moJio:kaj Tauke P.

Iokaxkumo na cy OpojeBu = u y nesmuBu ca 30, omakae he ciaenutu
tpaskeno tepbeme. Kako 9 | 22 + zy +y? = (v — y)? + 3zy mmamo
3| (x —y)?, ommocuo 3 | x —y. 3ato 3 | zy, Te xKako u 3 | T — y,
nobujamo ma 3 | x u 3 | y. [lomro 10 | 22 + 2y + y? | 2° — y3, To ce
6pojesu x® u y> 3aBpmaBajy mcToM mudpom, mTo je Moryhe camo
ako ce m OpojeBu T W Yy 3aBpmiaBajy ucTtoM mudpom (0BO Tpeba
nposeputn!). OTyma je 0 =19 22 +ay+y? =10 322, ma 10 | x m 10 | y.
OBuMm cmo moraszanu xa 30 |z u 30 |y, Te 900 | zy.

Peweme 1: N3 jemnaxoctu (z+y+2)% = 22 +y? + 224+ 20y +2yz+2z22 =
18+2-9 = 36, nanasumo na je |z+y+z| = 6. Ilokaskumo ma cy 6pojesu
T, Yy U z UCTOT 3HaKa, ojakje he ciaemuru na je |z| + |y| + |z| = 6.
Kako je 0 = 18 —2-9 = 22 +y?+ 22 —2(ay+yz+22) = (v +y—2)* -4y,
to je xy > 0. Amamgoruo mperxomHoMm mobuja ce m yz >0 u zx > 0.
N3 uwumennna na je xy >0, yz 20 n zzx > 0 3armydyjeMo na cy
6pojeBu x, y U z UCTOr 3HaKa (HYJIy MOMKEMO cMaTpaTu Opojem ca
IPOU3BOJLHUM 3HAKOM), ma je |x| + |y| + |z| = 6.



Peweme 2: 3 jemmaxoctu (x+y+2)? = 22 +y2 + 22+ 20y +2y2+2z22 =
18 +2-9 = 36, manasumo na je |z +y + z| = 6. Cana pasaukyjemo
caeneha nBa ciaydaja:

1° x4+ y+ 2z =6. llokazahemo ma cy x, y ¥ 2z HEHeraTUBHU OpPOjeBH,
omakie he cnemnuru na je |x|+|y|+|z| = 6. Ykouuko 6Gu TayHo jenan
on OpojeBa x,y U z OMO HEraTWBAaH, PEIUMO Z, OHAA OU UMAJIU Oa

je 22 + 4% > % > % = 18, mro je memoryhe. Aro O6u max TayHO
nBa on OpojeBa x, Yy U z OUJIM HETATUBHU, PEIUMO Yy W Z, OHOa Ou
6uno x > 6 m He 6u Moryo ma Baxu 2 + y2 + 22 = 18. OBuM cmo
IOoKa3aiu na cy OpojeBu x, y u z HeHeraTuBHU (jacHO je ma 360r

x4+ y+ z=6, He MOry cBa Tpu Ja OyIy HeraTUBHA).

2°x+y+2z=—6. Hega je 2’ = —x, v = —yu 2/ = —2. Tana
je ' +y + 2 = 6 u 3a 6pojese ',y u 2’ Bawm % + y? + 2% =18
u 'y +y'2 + 22 =9, na us npsBor ciayuaja 3akmydyjeMo ma je

|| + |y'| + [2'] = 6. Baro je [z + [yl + |2] = [2'[ + [y'| + [¢'| = 6.
Ha oBaj mHauwmu cMo mokasanm ma je mOA JaTUM YCJIOBUMAa BPEIHOCT
uspasa || + |y| + || jennaxa 6.

Axro je Ama sammcaJsia cBe paszauuuTe OpojeBe, OHA je 3ammcaJa 8
6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uaun cBu Gpaukosu 6pojesu 6u
Mopasu 6utu Mehycobuo jenuaku (o3naummo ux ca b). Kako u 36up
cBux Anunux 6pojeBa u 36up cBux BpankoBux GpojeBa MpeacTaB/ba

VKymnaH Opoj :keToHa Ha Tabau TO cy oHu MehycoOHO jemHaru, Tj.
9

(Z k) —b=8-b, omakse mamasumo ma mMopa outu b = 4. Cana jom
k=0
ocTaje ma KOHCTPYUIIEMO IIPUMED:
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IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINIEIHLA 3AIATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATUWRE

Ilpyru pa3pen — A Kareropuja

Oszuaummo ca Si, So, S3 u S4 pemom moBpmuue Tpoyraosa AOB,
BOC, COD u DOA. Osmauumo ca p, ¢ u r ciaemehe moppimmhe:
p="Saapp = S1+81=3BE-AD, = Spacp = S3+S4 = 5CF-AD,

r=.5,= %OG - AD. Kako je Sy = qu—f?’ 13 MPETXOMHUX PEJIAI]ja
MOKEMO U3PA3UTH S; IPEKO P, ¢ U T
Si=p—r, S3=q—r, Sy=1r, = 82:—(p—r)(q—7")‘
Canma mobujamo ma je mospmmuaa yerBopoyraa ABCD jemzlnaxa
51+Sg+53+54:p—r+w+q—r+r: %

AD-BE-CF
20G '

omakJyie ciaenu TBpheme 3amatra: Sapop =

A B

CBa Tpu KOpeHa Cy neprHUCAHA Kala je T > % (npBu 3a T > %, opy-

ru x > 6 u tpehu = > 2). TpanchopMumumMo naTy HejeIHAYUHY HA

00JUK

(1) V22 —1-3>2Vx+6—Vax+2>0,
jep je x+6 > x+2. Ila 6u oBa HejemHAUNHA UMAJIa PEIIeHa TOTPeo-
HO je U Ja JeBa cTpaHa Oyne mo3uTuBHA, Tj. v/2r — 1 — 3 > 0, mTo
HaMm maje x > 5. Kako cy oGe crpane uejennauuse (1) mosutusHe,
MOYKEMO je KBaIpupaTu, Te Jo0mjamo

V(z+2)(z+6) > 3y2z — 1.

Kako cy u y oBOj Hejennaunam 0Oe cTpaHe MO3UTUBHE OMET MOKEMO
KBAJIPUPATH Te NOOMjaMo KBaapaTHy HejemHaunay 2 — 10x + 21> 0.
Heno pememe je z € (—00,3] U [7,+00), mMTO ca CBUM IPETXOIHUM
YyCIOBUMA Iaje KOHAYHO peliewme T € [7,+00).




Heka je S(x,y) = 22 + y? + 122 — 16y. Kako je
S(z,y) =2(z +3)* +2(y — 4)* - (2* +¢*) — 50 = 75,

TO je HajMama BPETHOCT NATOr M3pa3a jeqHaKa — (D U JOCTIKE ce
dar=—-3uy=4.

U3 mejemnaroctu S(z,y)+S(—x, —y) = 2(22+y?)<50, a HA OCHOBY
Tora mwro je S(—x,—y) > —75, HAIa3UMO Ia BasKu

S(z,y) <50 — S(—z,—y) <50 — (—75) = 125.

Oryna je majseha BpemmocT maror m3pasa jemHaka 125 1 DOCTUKE
cezax=3uy=—4.

Osu 6pojesu cy jemnaru jep je log2V 10822004 — | /log, 2004 - log2 =

/Tog 2004
VIS log2 = Iog 2004 - Tog 2 ur log 2004V 1820012 = flog,00.2 -

Vl1og 2
v/1og 2
log 2004 = — Y282
log 2004

-1log 2004 = /log 2 - log 2004.

Iorazahemo onmruje TBpheme ma 3a cBako k moCTOje MHOEKCU i U
J TaKBU Ja je UCIyHeHa jeTHAKOCT T; — T; = K.

[IpernocraBumo cympoTHo u momenumo ckym {1,2,3,...,2k — 1,2k}
y k maposa Gpojesa {(1,k +1),(2,k+ 2),...,(k,2k)}. Tama ce y
CBAKOM NApy HAJIA3U HAJBUIIE jemaH 4iaaH Hu3a {r,}, ma ce y crymy
{1,2,3,...,2k — 1,2k} manasu majsume k Gpojesa u3 muza. OBo je
KOHTPAIUKINja CA YUIHEHUIIOM na je Tpyi < 2k.

Tume cmo mokasanu na 3a cBako k € N (ma m k = 2005) mocroje
MHICKCU ¢ U j TAKBU Ja je UCIyHeHa jeJHAKOCT T; — Tj = k.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINIEIHLA 3AIATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATUWRE

Tpehu pa3zpen — A xkareropuja

Heka je F cpemumre ny:xku AFE. Tanma je BE = EF = FA. Kako
jeum BD = DC, npase ED u FC cy napaJsenne, na no TamecoBoj
teopemu C'F momosu AD. Osmauumo ca M cpemumre AD. W3
ycaoBa 3anatka je <BCF = <BDFE = <ADC, na mobujamo ma je
tpoyrao AMCD jemnakokpak, tj. MC = MD = MA. Iarne, C je
Ha TOJIyKpyry Han npednukom AD, 1j. <ACB = <ACD = 90°.

- A

[IpernocTaBumo na cy k u [ mpupoaau 6pojeBu TakBu na je ab+1 =

(ka+1)>mac+1= (la+1)?. Tana jeb=k(ka+2)uc=I(la+2), na

je be+1 = (kla)? +2kl(k +1Da+ 4kl +1 = (kla+ k+1)?>+1— (k- 1)

Axo craBumo | = k+1, Tana je bc+ 1 mornyn kBangpar. IIpema Tome,
(b,c) = (k(ka+2), (k+1)((k+ 1)a + 2))

3aq0BOJbABA YCJOB 33/aTKa 3a CBAaKW IpUPOIaH Opoj k.

W3 cunycue teopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsin3, ¢ = 2RsinC, ma
je mara HejeTHAKOCT €KBUBAJIEHTHA ca sin « cos a + sin 3 cos § < sin 7y,
Tj. sin 2« 4 sin 20 < 2siny. MebhyTuwm,

sin2a +sin2f = 2sin(a+ §) cos(a — () = 2sin(m — 7) cos(a — )
= 2sin~ycos(a — ) < 2sin~.

Jemnakoct Basku kanma je cos(a — ) = 1, OOHOCHO 3a jeIHAKOKPAKU
Tpoyrao, Kom kKora je a = [3.



n—1
4. Osmaunvo matuy m3pas ca I. Tana je I = 5(2(@ — 1) 4 22).
i=1
Kopuctumo nejemmakoct Komu-IlIBapu-BymakoBckor u mobujamo:
n—1

(12+22+...+n2)-(Z(:I:i—xi+1)2+a:i)21~(x1—x2)+2-(a:2—333)+

1=1
3-(xs—zg)+...+(n—=1)(zp_1—zp)+n-xp =21 +22+... 42, = 1,
Te je MUHUMAaJHAa BPEAHOCT m3pasa [ jemHakra
1 1 3

2 12422+ .. +n2 nam+l)2n+1)

Ocraje na mabemo 3a koje x; ce oHa mobuja. 3HAK jeIHAKOCTHU Yy
Hejeqnakoctu R-III-B Baskum kanma cy oarosapajyhu exemenTu mpo-
MOPIIUOHAJIHU, Tj. KaI je

Imin -

Ty — 22 T2 — T3 T3 — L4 _$n71—50n_90n_a
1 2 3 n—1 n '
OpgaBne HATA3IMO

Ty =N, Tp—1 —Tp=(M—1Da,...,2p1 —xp=(k—1Da,..., 21 —22 =1-
Cabupamem npsux (n+ 1 — k) jeqmauuna mobujamo xp = [n+ (n —

1)+...+k]a:[2i—ii]a: n(n+1) k(k_l)}a

, 2 2
. . 1=1
CaL[a (0% ,I[O6I/IJ&MO "3 JeTHAKOCTU

n

nn+1) 1 o 1 .
l=x1+22+ ...+ 2, = [TLT_§;Z +§;z Q

_[n*(n+1) nm+1)2n+1)  nn+1)
_[ 2 12 L

} o, OJakKJje je:

o= nin+ 1)@+ 1) Konauno nmamo
6 .
n(n—l—l)—(l{;—l)k] B jz::kj
nin+1)2n+1) | nn+1)2n+1)

Hanmomena: yyeHUIIMMa KOjU HUCY pa3MaTpav Kada BayKU jeTHAKOCT
(Tj. Kama ce MOCTW:KE MUHUMYM) OLy3eTu 5 moeHa!

xk:3-{

3a Tymoyrim Tpoyrao oapebheH matuM TadvkaMa TO je KPyT HaI
HajBeioM CTpaHUIOM Kao MPEUYHMKOM (He MO:Ke MamH, a Taj KPyr
npekpuBa 1neo Tpoyrao). OBo je ciaydaj m 3a HpaBOYIJIM TPOYTao.
Kom omrpoyrior Tpoyraa TpaskeHr KPYyT je KPyT OMUCAH OKO TOT
TpoyTJIa.
Axo cy Te Tpu Tauke rosmueapue, Hup. A — B — C, onga je To
kpyr Han AC Kao MPEeYHUKOM.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEIIEILA 3AIJATARKA OKPYKHOI' TAKMNYEIHA N3
MATEMATURE

YerepTH; pa3pen — A kareropuja

Hexka je F momnaoxje HopMmasae u3 A ua BC u uwera je P mpecek AH ca
onmucaHuM Kpyrom okro tpoyraa AABC. IloBomHO je morazaTtu na je
uyerBOpoyrao reruBas, 36or <HFEM + <HFM = 180°. Ilokazahemo
na je AE - AM = AH - AF, onakiye caenu na cy tauke H,E, F, M
KOIIMKJINJHE.

AE-AM = (AM —MD)-AM = (AM —~ME)-AM = AM?*—-MD-AM,
riae cMo kopuctuau ga je ME = MD (u3 ycinosa 3anatka). lame,
360r morennuje tavaka M u F y omnocy Ha kpyr onucan oko NABC
u [luraropune Teopeme nmpuMemene Ha mpaBoyriau Tpoyrao NAMF
nobujamo: AE - AM = AM? — MB-MC = AF? + FM? — MB? =
AF? + (FM — MB) - (FM + MB) = AF? — BF - FC = AF? — AF -
FP = AF - (AF — FP) = AF - AH, 300r mo3HaTte YWHEHUIE O
je HF = FP, jep cy tpoyraosu ABCH u ABCP nonynapau ca
3aje THUYKOM CTPAHUIIOM U jeTHAKUM YTJIOBUMA.

Pewewe 1: dyurnujy f MOkeMO TpeaCTABUTU Y OOIUKY

fla)=(z =22+ (=22 + /(5 - 2)? +42.

Tana Buoumo na pyHEIUja f npencraBmba 30Up pacTojama Ol Tada-
ka A(2,—2) u B(5,4) no tauke X (z,0). OBo pacrojame je MUHIMAI-
HO Kaaa Tauka X npunaga xysku AB (360r Heje IHAKOCTU TPOyTJIA) U
TO je ucmymeHo 3a r = 3. MunumyM ¢yEEIAje je fmin = f(3) = 3v/5.
Pewewe 2: Kako je

(x —5)Va? —dx + 8 + (v — 2)v22 — 10x + 41
V2 —dxr + 8- vx2 — 10z + 41

f'(x) = 0 ax je (x — 2)vV22 — 10z + 41 = (5 — x)Va? — 4z + 8. Ob6e

CTpaHe NPeTXOAHe HejeTHAKOCTU CYy HUCTOT 3HaKa caMO YKOJUKO je

fi(z) =




x € (2,5)! Ter cama cMeMO ma KBaIpUpaMO MPETXOMHY jeTHAKOCT.
Haxkon cpebusama nobujamo 12- (22 —2x —3) = 0 u mena pemema Cy
r1 =3 m x9 = —1 (aunm oBO ormana jep z2 & (2,5)). Ucnurusamem
3HaKa KBaapaTHe jemHauumne nobujamo na je f'(z) < 0 3a z € (2,3)
u f'(x) >03ax¢€(3,5), mro ca f'(z) <03ax e (—00,2] u f'(z) >0
3a z € [5,+00), koHauno naje f'(z) <03a x € (—o00,3) u f'(x) >0 3a
x € (3,+00). Crora 3a r = 3 UMaMO MUHUMYM ¥ fmin = f(3) = 3v/5.

Pememe 1: Cpe omepamuje pamuvo mo momyay 1000. 32005 = 3.
32004 = 3. (10 —1)1002 = 3. ((*P?) 101002 (—1)0 + ...+ (gr) 103 (—1)99+

(1000) L0P (=1 + (301 10" (=1)170% + (j5g5) 10°(=1)1%%) =

5 ((810°(-1) 0 £ (2101 (=) + (16310°(-1)/%)

3. (20021001 . 100 — 1002 - 10 + 1) = 3 - (100 — 20 + 1) = 243.

Pewewe 2: Illpema OjnepoBoj TeopemMu mMamMo na je
3#(1000) — 3400 = 1 (mod 1000),

Te je 32005 — (3100)%. 35 = 15. 35 — 243 (mod 1000).

Heka cy ny:xkuHe cTpanHuia Tpoyria peaoMm a, b u ¢, a pacTojama
MIPOU3BOJbHE TAUKE TPOYIJA M0 HIPABUX KOje CaIp:kKe Te CTPAHUIE
penoM x, y u Z.

N3 nejemnakoctu Komu-IlIBapi-BymakoBckor je

az + by + cz < Va2 + b2 + 222 + 2 + 22,

ma je \/x2 +y? + 22 > 2 . 2?2+ 2+ 22 > 4—P2
cVairie o
rae je P mospmwuua tpoyraa ABC.
JemnakocT Bpemu akko a : b :c = x :y: 2z KoHCTpyummmMo Tauky
M yuyrap tpoyraa ABC koja 3amoBossaBa oBaj yciaoB. Hera je N
rauka yria <ACB ynamena a on BC u b on AC. Csaka Ttauka K
nosxynpase C'N 3anoBosasa ounriento x(K) : y(K) =a:b. O6par-
HO, Tauyka K OBOT yrja Koja OBO 3aJ0BOJbaBa MpUNALa MOJIYIPAaBO]
CN. Y cymporuom mpaBa kpo3 K mapasenna BC cekna ou CN y
L, na u3 (L) = 2(K) cnemn y(L) = y(K) m omatie KOHTpaIUKIH]ja
BC || AC. Hakne nonympasa C'N je ckyn tauvaka yraa <ACB 3a
Koju Basku « : Yy = a : b. Camuno, ckyn Ttauaka yriaa <CAB 3a koje
jey:z=>b:c je monynpasa ¢ Bpxom A. Te ne momympase cery
ce y Tauku M yHyTap Tporia, 3a KOjy je & :z = f% = %g =a:c.
Taura M 3aT0 3a00BOJbaBA YCJIOB, TE j€ OHA TpamzHa TayKa 3a KO-
jy je 30up kBampara pacTojama IO IIpaBUX KOje caap:Ke CTPaHUIE
tpoyriaa AABC MuHUMAIAH.



Moryhe je.

[TpBux HEKOIMKO 6pojeBa craBuMo y A (IpBU CKyIl), HAPEIHUX HEKO-
muko y B (apyrm), nma omer Heroiuko y A urx. Ilycrmmo ma 6poj
y3aCTONHAX NPUPOAHUX OpOjeBa y TUM CKYIOBUMa HEOTDAHUUYEHO
pacre.

Jenan moryhu mpumep je:

A={n|(2k)? <n<(2k+1)?%kecNy}

B={n|2k+1)?<n<(2k+2)% ke Ny},
omsocro A ={1,5,6,7,8,9,17,18,...}, B ={2,3,4,10,11,...}.

Tana #e Moke OUTM HU jeqHe apUTMETUUYKe Tporpecuje. Ilper-
[OCTABAMO CYIPOTHO na HIp. A canp:xku GeCKOHAUHY apUTMETUUKY
nporpecujy {a;} ca pasaukom unaHoBa d W NPBUM YJIAHOM ai. Aun
rana mocroju j € N, Taka ma 3a 6poj a; = a1 + (j — 1)d Baxknu
(2d + 1) < a; < (2d + 2)? (meDy oBux 2d 4+ 3 y3acTONHMX HPUPOX-
HUX OpojeBa mocToju OPOj KOjU maje MCTU OCTATAK IPU ACJbEHY Ca
d ¥ao 1 a1), ONHOCHO BaXU a; € B, mTO je y CynpoTHOCTH Ca IpeT-
IOCTABKOM Za Cy CBM WIAHOBU apurTMmeTuuke nporpecuje {a;} y A.



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINIEIHLA 3AIATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATUWRE

IIpBu pa3pen — b kareropuja

Heka je O mpowmsBosmua tauka. Tanma je OK = %(OM + ON) =
—_— = —_— = —_— = = —

5(3(0B+0C)+ 3(OE+OF)) = :(OB+ OC + OE + OF) u cnu4so
- 1, — —_— — e — .
OL = 7(OC+ OD + OF + OA), na je OK = OL axo u camo ako je
—_— = == — —_— = — —_— =
OB+OFE =0D+0A, tj. OB—0OA=0D—-0OF, ogaocao AB = ED,
IMTO je m Tpebajo moKa3aTu.

A

Kako je <ABC = <BCA = <BDA, 1o cy y tpoyraosuma NAABFE n
AABD nBa yriua jemHaka oarosapajyhum yraosuma, ma u 3a tpehn
nap yrioBa <BEA u <ABD Baxu na cy jeIHaku.

Hoxkasxkumo ma cy O0pojeBu x u y nemusBu ca 30, omakiae he ciaenuru
Tpakeno tBpbheme. Kaxo 9 | 22 + 2y + y? = (v — y)? + 3zy wmamo
3| (x —y)?, ommocuo 3 | x —y. 3ato 3 | zy, Te xKako u 3 | T — y,
nobujamo na 3 |z u 3 | y. [lomro 10 | 22 + 2y + y? | 2° — y3, To ce
6pojesu x® u y> 3aBpmaBajy mcToMm mudpom, mTo je Moryhe camo
ako ce u OpojeBu x um Yy 3aBpmasajy ucroM nudpom (0oBO Tpeba
nposeputn!). OTyma je 0 =19 22 +axy+y? =10 322, ma 10 | x m 10 | y.
OBum cmo mokazanu na 30 | x u 30 |y, e 900 | zy.



V2+va : _ _ _
m_ae@ Omazze je va—avb = av3 - V2,

ma ce KBaIpupameM moouja a + a?b — 2av/ab = 302 — 2 — 204\/6, Tj.
Vab = 846, rae je f € Q. HakoH jom jeIHOT KBAIPUPAA UMAMO
ab=3?>+6+23v6, na je =0 u ab= 6. Iocroje 4 moryhuocru.
V2+1 1
Z Q;

NCas
oo . 2v2 6 '
2 a—2,b—3.a—ﬁ—?€(@,
G V2V
VB V2

o 2446
4 a—6,b—1.a_7\/§+ﬁ_\/§¢(@.

Hakne, a =3 u b= 2.

O3rayuMoO

1°a=1,0=6: «

3°a=3b=2 1€ Q;

Axro je Ama sammucaJsia cBe pasziauuuTe OpojeBe, OHA je 3amucaJa 8
6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uauu cBu Gpaukosu 6pojesu 6u
Mopasu 6utu Mehycobuo jenuaku (o3naummo ux ca b). Kako u 36up
cBux Auuaux 6pojesa u 36up cBux BpankoBux 6pojeBa nmpemacraBiba

VKymaH Opoj :keroHa Ha Tabau TO cy oHum MehycoOHO jemHaru, Tj.
9

(Z k) —b = 8-b, onakne Hanazumo na mopa 6utu b = 4. Cana jom
k=0
ocTaje ma KOHCTPYUIIEMO IIPUMED:

B 44444444

0

1

o|0o| 2

o|0|0| 3
o|o|o|o|o 5
0|0|0o|0o|0|0 6
o|o|o|ojo|o|0 7
0|0|0|0|0|0|0|0] 8
A



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINIEIHLA 3AITATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATURE

Ilpyru paspen — B kaTeropuja

N3 tpoyrana AAOC , momohy Iluraropune Teopeme, mobujamo na je
4
AC = 57“, a u3 canuaoctu tpoyriaosa AACM u ANCB nvmamo AC-

16 2
CB = MC-CN, Tj. %72 = 3622, majex = Br. Heka je D cpenumre

1
tetuBe M N. KRako je MD = 731:, 10 je CD=MD—-MC = ga: = g
Konauno, nanasumo sin <ACM = cos<<OCD = % : 35—T = g

CBa Tpu KOpeHa Ccy meUHUCAHA Kala je 1’2% (npBu 32 T > %, AOpyru
x> 6 u tpehu = > 2). Kako je Vo +6—+vVx+2>0 (jep je z+6 >
x+2), na 6u oBa HejeqHAUMHA UMAJA Pellemha NTOTPeOHO je u a ieBa
cTpaHa Oymne mo3uTtuBHA, Tj. v/2x —1 — 3 > 0, mito Ham maje x > 5.
Cana, kakoO UMaMO ma cy obe cTpaHe TMOoJa3He jeTHAYnHE TO3UTUBHE,
MOKeMO je kBanpupatu, Te nobujamo /(z +2)(z +6) = 32z — 1.
Kako cy u y oBOj jemHaumnu oOe CTpaHe MO3UTUBHE OIET MOMKEMO
KBaAPUPATU Te mobujaMo KBampaTHy jemHaumay z2 — 10x + 21 = 0.
Hena pemema cy r = 3 ux = 7, mITO ca CBUM MPETXOMHUM YCIOBUMA
naje caMo jemHO pelreme r = 7.

Pewewe 1: IHary jemmaumHy hemo pemaBaTyé KaoO KBaApaTHY jel-
3+2i+ /(342> —-45+1i) 3+2i++/—15+8i
= 5 .

HAUUHY: 212 =

2
Kopern u = = + 1y u3z —15 + 8 hemo u3BamuTu Tako mro hemo pe-
masatu jemnauuny (r + iy)? = —15 + 8. Ibew mvarmmapau meo je
2ry = 8, OOHOCHO Yy = —, MTO KaJa yOanmmMo y HEH pPeayiHu Ie0
x
4 2
. 2"+ 152° — 16 )
22 —y? = —15 nmaje 5 = 0. DukBagpaTHa jemHauyuHa
x

2

z* 4+ 1522 — 16 = 0 ce pemasa cMmesoMm t = 2. Pemema jemsaunse



t2 4+ 15t — 16 = 0 cy t = —16 (roje ormama jep je x € R, ma je
t=1x22>0) ut=1, koje maje na pemema 1 = 1 (Tax je y; = 4,
na je up = 1+ 4i) u z9 = —1 (Tang je yo = —4, na je ug = —1 — 4i).
OmaBme mobujaMo pemnrema gaTe jemHauumue zp =2+ 31 u 29 = 1 — 4.
Pewewe 2: VcTo Kao M y IPETXOOHOM peIleny 3amaTKa J0JIa3U-
3+21E£+/—-15+ 81
2

342+t /142-1-4i+(-16) 342+ /(1 +4i)?

2 2 ’

MO IO 212 = TparchopMuIIIMO TOTKOPEHU

nspas: 212 =
3+ 2i + (14 49)

Tj. 21,2 = , OJlaKkJe moOujaMo nBa pellewma JaTe je-
HaumHe 21 = 2+ 3t 1 29 = 1 — 4.

Pewewe 3: Vcto ka0 m y mpeTxomHa OBa pPENIema M0Ja3UMO IO

3+2i£v—-154+ 8¢

212 = 5 . W3Bamumo kopen u u3 —15 + 8¢ craH-

JapaHUM TIOCTYIKOM: Jiako qobujamo ma je | — 15+ 8i| = 17, kao u
8

tgp = —— (obpatute masxkmy ma je apryment ¢ y 1l kBagpanty, na

15
v !
he ) 6uty y I kBanpanTy!), anu caga MmopaMo na ynorpebuMo moc-

. . ® 1 —-cosp
Ta TPUTCOHOMETPHUjCKUX TpaHchopManuja: tg 3 VT coso (on
cos

—1

V1+tgto

(om 3maka + ysumamo — jep je ¢ y II kBamgpanty). U3 oBe nse
V1+tg2o+1

dopmyse mobujamo ma je tgf = = 4. Cana u3
2 V1t+tgo—1
unmeHuna na je |u| = /17 u tgargu = 4 mobujamo ma je u = 1+ 4i.

Kanma to ybamumo y GpopMyry 3a pemema KBaJpaTHE jeqHAUNHE IO-
34 2i + (1 4 44)

3HaKa + y3uMaMo + jep je g y 1 kBagpantTy), cosp =

bujamMo 212 = . Tpaxkena pemema marte jeqHauyuHe

cy: 21 =243t 1 29 =1—1.
Pewewe 4: 3amarar ce MOKe ypaauTU U AUPEKTHOM 3aMEHOM 2z =

a + ib. Kama 3amenuMo y ToOJa3Hy jemHAUYUMHY WMArMHADHU €0
2a —
HaMm paje 2ab —2a —3b+1 =0, 1j. b = 293’ IITO Kad 3aMEHU-
a pa—
Mo y peasru meo a — b? — 3a + 2b + 5 = 0 nobujamo jemHAUMHY
4a* — 24a® + 69a* — 99a + 50

= 0. FKanma ¢arropumemo IOJINHOM

(2a — 3)?
4a* —24a3469a> —99a+50 mobujamo (a—1)(a—2)(4a®—12a+25) u Kako
je ODMCKpUMWHAHTHA KBaapaTHOT TpuHOMa D = —256 < 0 umamo na

je 4a® —12a+25 > 0 3a cBako a, Te DOOMUjaMO Ia CY jeaUHA Peema
a1 =1 u ay =2, mro HAM maje pemema z1 = 1 —1 u 29 = 2+ 3i.

Heka je S(z,y) = 22 +y* + 122 — 16y. Kaxko je

S(z,y) =2(x +3)* +2(y — 4)* — (¢* +y*) — 50 = —75,
TO je HajMama BPETHOCT HAaTOI M3pa3a jemHaka —7d U JOCTUKE ce
3ar=—-3uy=4.



5.

Axro je Ama sammcaJsia cBe pasziauuuTe OpojeBe, OHA je 3ammucaJa 8
6pojesa u3 ckyna {0,1,2,...,7,8}. 3uaun cBu Gpaukosu 6pojesu 6u
Mopasu 6utu Mehycobuo jenuaku (o3nauymmo ux ca b). Kako u 36up
cBux Anuaux 6pojesa u 36up cBux BpankoBux 6pojeBa mpemacTaBiba
VKymaH Opoj :keToHa Ha Tabau TO cy oHu MehycoOHO jemHaru, Tj.

9
(Z k) —b=8-b, omakse namasumo ma mMopa outu b = 4. Cana jom
k=0

ocTaje ma KOHCTPYUIIEMO IIPUMED:

B 44444444

0

1

O| 0| 2

O| 0| 0O| 3

0| 0| 0| 0|0 5
O| 0| 0| O|O|O 6
0| 0| 0| O| 0| 0|0 7
O[O| O] 0| O] O|O|Of 8
A



IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEITEIHBA 3AIJATARKA OKPYKHOI' TAKMUNYEIHA 3
MATEMATURE

Tpehu pa3pen — B kareropuja

Ksangpupamo cBe tpum penaimuje, a 3atum ux cabepemo (Bomehwm
padyHa Zna 3a CBaku BekTop Baxku |Z|? = - ). obuja ce
3(@)? + )% + 18%) < 2(|@]® + |b]* + |e1?) —2(@- b+ b- T+ C- a@),

na 6u Bazxuio (@+ b+ )2 < 0, mro je memoryhe.

Bpemaoctu onroBapajyhux merepMuHaHTH CY:

A=pa-1), Ay =3 (a—1), Ay =af(a—1) u A, = B(a—1).
1° 3a a # 1,06 # 0 cucrem nMa jeIUHCTBEHO pEIIEIe Koje je maTo ca
r=0y=a,z=1.

Y HapemHa OBa Cciaydaja Cy CBe neTepMuHaHTe jenHake ) 1 oHma He
3HAMO & JIX CUTEM MMa BUIIECCTPYKO pelleHme WAV HeMa pellena.
To mopamo ycranoBuTu ['aycoBuUM cuUCTEMOM €JIUMUHAIINA]E.

r + Y = «
2° 3a =0 mobuja ce cucreM T + ay + z = a?+1
r + 3y = « ,
KOjU MMa BUIIECTPYKO pemewme r =1,y =a—t,z=at—t+1,t € R.
r + vy + pBz = 1423
3° 3a a =1 mobuja ce cucrem = + Yy —+ z = 247
r 4+ 3y + 28z = 1433 ,

KOjU MMa BUIIECTPYKO pememe x =t,y=F+1—t,z=1,t € R.

Hanomerna: Mu cmo y 2° u 3° y3enu na je x ciobomHa TPOMEHBUBA
U TodeNuaud joj BpemHocT mapamerpa: x = t, t € R. Moryhe je u
OONEeTUTU M OMJIO0 KOjOj APYToj IPOMEHJPUBO] BPETHOCT IMapaMeTpa
U Taa ce noOuja MCTO pEeleme, caMO MaJio APYradvuje 3alruCaHo.

N3 cunycue teopeme je a = 2Rsina, b = 2Rsinf3, ¢ = 2RsinC, na
je mara HejeTHAKOCT €KBUBAJIEHTHA ca sin « cos a + sin 3 cos 8 < sin 7y,
Tj. sin 2« 4 sin 20 < 2siny. MebhyTum,

sin2a +sin2f = 2sin(a+ §) cos(a — () = 2sin(m — 7) cos(a — )
= 2sinvycos(a — () < 2sinn.

Jemuakoct Basku kanma je cos(a — ) = 1, OOHOCHO 3a jeAHAKOKPAKU
TpoOyrao, Kom kKora je a = [3.

Osu 6pojesu cy jemnaru jep je log2V 10822004 — | /log, 2004 - log2 =

Tog 2004
% ‘log2 = /Iog 2004 - Tog 2 u log 2004V 820012 = | flog,0 3 -
Vl1og 2

log 2004 — —Y-28~_
©8 /Tog 2004

-1log 2004 = /log 2 - log 2004.



Hexa je EP Bucuna tpamne3a u M momHo3je HOpMaJie u3 Tauke P Ha
BC'. Tlo Teopemu o Tpu mopmadsie Bazku KM | BC. V3 npaBoyraux
rpoyrinoBa ACPM, AECM u AECP mnobujamo
CM CM CFE MCFE
cos <BCD = cos<MCP = = _ e

CP CE CP cos<PCE’
cos<BCE  1/3 2

- = -, jep je sin<DCE =
cos<<DCE 1/2 3’ jep je sin<

onmHOCHO cos {BCD =

DE  DF 3 1

CE —CE — g, na je cos<<DCE = 3 Cana HaIa3UMO BUCHUHY

6v/5
F

u

5 h 5
p0M6ah:a-sin<IBC’D:%, najerzgz%

a
r




IpymTBo Mmaremaruuapa Cpbouje

PEINIEIHLA 3AIATAKA OKPYRHOI' TAKMUMYEIHA 3
MATEMATUWRE

UYerBpTH; pa3pen — b kareropuja

Ocranmu npu mememy ca 7 6pojesa 2™ cy 1, 2 wim 4, a ocrany mpu
nesmemy ca 7 6pojesa n? cy 0, 1, 2 wnn 4. Haxne, 6poj 2" + n? He
MO:Ke OUTU mesbuB ca 7.

Osmaunmo ca H TpakeHy BUCUHY NpPU3MeE, a Ca G CTPAHUILY OCHOBE
npu3Me. AKO ce MOCTaBW PaBaH KPO3 AWjarOHAJIy MPU3ME HOPMAJIHO
Ha PABAH OCHOBE, y IPECEKY Ce N00uja IPaBOYTaOHUK CTPAHUIA 4y 2
2
a
u H ynucan y nmonykpyr noaynpeunuka R. Tana je 5 = R? — H?,
. R
na je V = a?H = 2(R?H — H3) u V' = 2(R?> - 3H?). 3a H < —

V3

R
ouhie V' > 0, a 3a H > — o6uhe V’/ < 0, na je 3anpemuna npusme

V3
R

MakcuMaJHa Kana je H = ﬁ

Pewewe 1: dyurnujy f MOKeMO IpeaCTaBUTU Y OOIUKY

fl@) = V(=2 + (=2 + V(5 —2)” + 4.

Tanma BumuMmo na pyHEIUja f TpencTaBmba 30Up pacTojama O Tada-
ka A(2,-2) u B(5,4) mo rauke X (z,0). OBo pacrojame je MUHUMAJ-
HO Kaaa Tauka X npunana xysku AB (360r Heje IHAKOCTU TPOyTJIa) U
TO je ucmymeno 3a r = 3. MunumyM ¢yEEmIje je fuim = f(3) = 3V/5.




Pewewe 2: Kako je

(x —5)Va? —dx + 8 + (x — 2)v22 — 10x + 41
Va2 — 4z + 8- V2 — 10z + 41

f'(x) = 0 xax je (x — 2)vV22 — 10z + 41 = (5 — x)Va? — 4z + 8. Ob6e
CTpaHe NMpPEeTXOMHE HEjeIHAKOCTH Cy MCTOT 3HAKa CaMO YKOJMKO je
x € (2,5)! Ter cama cMeMO Ia KBaIpUpPaMO HPETXOMHY jeTHAKOCT.
Haxon cpebusama nobujamo 12- (22 —2x —3) = 0 u mena pemema cy
r1 =3 m 29 = —1 (aun oBo ormana jep z2 & (2,5)). Vcnurusamem
3HaKa KBaapaTHe jenHauumse nobujamo na je f'(z) < 0 3a z € (2,3)
u f'(x) >03axe€(3,5), mro ca f'(r) <03ax e (—00,2] u f'(z) >0
3a x € [5,+00), koHauno gaje f'(z) < 03a x € (—o00,3) u f'(x) >0 3a
x € (3,+00). Crora 3a r = 3 UMaMO MUHUMYM ¥ fmin = f(3) = 3v/5.

f'z) =

1 1 11 In+5
3n+3+3n+2+3n+1 n+1 = (3n+3)(3n+2)(3n+1) >0,

Kako je apy1—a, =
HU3 je pacTyhmn.

e+ (y—1)i| 1

Heka je z = z+iy. U3 T =2 =3 mobujamo y/x? + (y — 1)? =
1
—\/22 + (y — 2)2, Te nakou kBagpupama 32+ 3y* — 4y = 0, ogHOCHO

2
x? + (y — %)2 = (%)2 O cBUX KOMIIIEKCHUX OpOjeBa HA OBOM KPYTY

Hajsehu momyo mma 6poj zg = §Z



