
Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Prvi razred – A kategorija

Oznaqimo sa H ortocentar trougla, sa O centar opisanog kru-1.

ga, sa A′ i C ′ podno�ja normala iz A i C na naspramne stranice
BC i AB i sa A1 i B1 sredixta stranica BC i AC. Neka je
�BAC = α, �CBA = β i �ACB = γ. Poka�imo prvo da je α
oxtar. Pretpostavimo suprotno.

1◦ Ukoliko bi α bio prav, tada bi teme A istovremeno bilo i
ortocentar, pa bi to bilo i presek Ojlerove prave i stranice

AC (tj. A ≡ H ≡ M), xto je nemogu�e jer M pripada unutrax-
ǌosti stranice.

2◦ Ukoliko je α tup, tada je taqka H van trougla �ABC (tj.
imamo raspored taqaka A′ − A −H) i kako Ojlerova prava OH
seqe unutraxǌosti stranica AC i BC imamo raspored taqaka
A′ −N − C, te je ugao �A′NH oxtar, tj. ugao �CNH = �CNM
je tup. Ali to povlaqi da je CM > CN (jer je naspram ve�eg
ugla u trouglu �CNM ve�a stranica), xto je u suprotnosti

sa uslovom zadatka da je CN = CM .
Time smo dobili kontradikciju u oba sluqaja, te je ugao α

oxtar. Analogno se pokazuje da i uglovi β i γ moraju biti ox-
tri, te je �ABC oxtrougli i ǌegovoj unutraxǌosti se nalazi
ortocentar H.
Sada iz pravouglog trougla �ACC ′ dobijamo �ACC ′ = 90◦−

α. Kako je �CAB periferijski ugao nad lukom BC dobijamo da
je �COA1 = 1

2�COB = 1
2 · 2 · �CAB = α, a odatle je �OCB =

�OCA1 = 90◦ − α. Stoga va�i �HCA = 90◦ − α = �OCB.
Iz jednakokrakog trougla �CNM imamo

CN = CM ⇒ �CMN = �CNM .
Odatle sledi podudarnost �HMC ∼= �ONC (usu: �MCH =
90◦ − α = �NCO, CM = CN , �CMN = �CNM), odnosno HC =
OC. Sada imamo da je �HA′C ∼= �OB1C (suu: HC = OC,
�HCA′ = �HCO + 90◦−α = �OCH + 90◦−α = �OCB1, �HA′C =
90◦ = �OB1C) iz qega sledi CA′ = CB1. No kako je �AA′C
pravougli, a B1 sredixte hipotenuze (i centar opisanog kru-

ga) te je CB1 = B1A
′
, dakle �A′CB1 je jednakostraniqan, znaqi

�B1CA′ = �ACB = 60◦.
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Napomena: uqenicima koji nisu razmatrali sluqajeve za vred-

nost ugla α oduzeti 3 poena!

Pretpostavimo da se taqka P nalazi na unutraxǌosti luka BC2.

(koji ne sadr�i A). Tada je PB + PC � BC, dok je PA ve�e
ili jednako maǌoj od dve stranice BA,CA: bar jedan od uglova
�PBA i �PCA nije oxtar, bez umaǌeǌa opxtosti mo�emo uzeti
da je to �PBA, i tada je PA najve�a stranica u �PBA (naspram
ve�eg ugla ide ve�a stranica), tj. PA > BA. Prema tome, zbir
PA + PB + PC nije maǌi od zbira neke dve stranice.
S druge strane, ako se P poklapa sa temenom najve�eg ugla

trougla �ABC, onda je PA + PB + PC jednako zbiru dve naj-
maǌe stranice. Sledi da je tra�ena taqka P teme najve�eg
ugla (odnosno, jedno od temena, ako je takvih vixe za sluqaj

jednakokrakog ili jednakostraniqnog trougla). Na osnovu pret-

hodnog vidimo da je posmatrani zbir strogo ve�i za svaki drugi

polo�aj taqke P .
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Doka�imo da su brojevi x i y deǉivi sa 30, odakle �e slediti3.

tra�eno tvr�eǌe. Kako 9 | x2 + xy + y2 = (x − y)2 + 3xy imamo
3 | (x − y)2, odnosno 3 | x − y. Zato 3 | xy, te kako i 3 | x − y,
dobijamo da 3 | x i 3 | y. Poxto 10 | x2 + xy + y2 | x3 − y3

, to se

brojevi x3
i y3

zavrxavaju istom cifrom, xto je mogu�e samo

ako se i brojevi x i y zavrxavaju istom cifrom (ovo treba
proveriti!). Otuda je 0 ≡10 x2 +xy + y2 ≡10 3x2

, pa 10 | x i 10 | y.
Ovim smo dokazali da 30 | x i 30 | y, te 900 | xy.

Rexeǌe 1: Iz jednakosti (x+y+z)2 = x2+y2+z2+2xy+2yz+2zx =4.

18+2·9 = 36, nalazimo da je |x+y+z| = 6. Doka�imo da su brojevi
x, y i z istog znaka, odakle �e slediti da je |x| + |y| + |z| = 6.
Kako je 0 = 18−2·9 = x2+y2+z2−2(xy+yz+zx) = (x+y−z)2−4xy,
to je xy � 0. Analogno prethodnom dobija se i yz � 0 i zx � 0.
Iz qiǌenica da je xy � 0, yz � 0 i zx � 0 zakǉuqujemo da su
brojevi x, y i z istog znaka (nulu mo�emo smatrati brojem sa
proizvoǉnim znakom), pa je |x|+ |y|+ |z| = 6.



Rexeǌe 2: Iz jednakosti (x+y+z)2 = x2+y2+z2+2xy+2yz+2zx =
18 + 2 · 9 = 36, nalazimo da je |x + y + z| = 6. Sada razlikujemo
slede�a dva sluqaja:

1◦ x + y + z = 6. Dokaza�emo da su x, y i z nenegativni brojevi,
odakle �e slediti da je |x|+ |y|+ |z| = 6. Ukoliko bi taqno jedan
od brojeva x, y i z bio negativan, recimo z, onda bi imali da

je x2 + y2 � (x+y)2

2 > 62

2 = 18, xto je nemogu�e. Ako bi pak taqno
dva od brojeva x, y i z bili negativni, recimo y i z, onda bi
bilo x > 6 i ne bi moglo da va�i x2 + y2 + z2 = 18. Ovim smo
dokazali da su brojevi x, y i z nenegativni (jasno je da zbog
x + y + z = 6, ne mogu sva tri da budu negativna).
2◦ x + y + z = −6. Neka je x′ = −x, y′ = −y i z′ = −z. Tada
je x′ + y′ + z′ = 6 i za brojeve x′, y′ i z′ va�i x′2 + y′2 + z′2 = 18
i x′y′ + y′z′ + z′x′ = 9, pa iz prvog sluqaja zakǉuqujemo da je
|x′|+ |y′|+ |z′| = 6. Zato je |x|+ |y|+ |z| = |x′|+ |y′|+ |z′| = 6.
Na ovaj naqin smo dokazali da je pod datim uslovima vrednost

izraza |x|+ |y|+ |z| jednaka 6.

Ako je Ana zapisala sve razliqite brojeve, ona je zapisala 85.

brojeva iz skupa {0, 1, 2, . . . , 7, 8}. Znaqi svi Brankovi brojevi bi
morali biti me�usobno jednaki (oznaqimo ih sa b). Kako i zbir
svih Aninih brojeva i zbir svih Brankovih brojeva predstavǉa

ukupan broj �etona na tabli to su oni me�usobno jednaki, tj.

(
9∑

k=0

k)− b = 8 · b, odakle nalazimo da mora biti b = 4. Sada jox

ostaje da konstruixemo primer:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦◦
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Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Drugi razred – A kategorija

Oznaqimo sa S1, S2, S3 i S4 redom povrxine trouglova AOB,1.

BOC, COD i DOA. Oznaqimo sa p, q i r slede�e povrxine:
p = S�ABD = S1+S4 = 1

2BE ·AD, q = S�ACD = S3+S4 = 1
2CF ·AD,

r = S4 = 1
2OG · AD. Kako je S2 =

S1S3

S4
iz prethodnih relacija

mo�emo izraziti Sj preko p, q i r:

S1 = p− r, S3 = q − r, S4 = r, ⇒ S2 =
(p− r)(q − r)

r
.

Sada dobijamo da je povrxina qetvorougla ABCD jednaka

S1 + S2 + S3 + S4 = p− r +
(p− r)(q − r)

r
+ q − r + r =

pq

r

odakle sledi tvr�eǌe zadatka: SABCD =
AD ·BE · CF

2OG
.
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Sva tri korena su definisana kada je x � 1
2 (prvi za x � 1

2 , dru-2.

gi x � 6 i tre�i x � 2). Transformiximo datu nejednaqinu na
oblik

(1)

√
2x− 1− 3 �

√
x + 6−√x + 2 > 0,

jer je x+6 > x+2. Da bi ova nejednaqina imala rexeǌa potreb-
no je i da leva strana bude pozitivna, tj.

√
2x− 1 − 3 > 0, xto

nam daje x > 5. Kako su obe strane nejednaqine (1) pozitivne,
mo�emo je kvadrirati, te dobijamo√

(x + 2)(x + 6) � 3
√

2x− 1.
Kako su i u ovoj nejednaqini obe strane pozitivne opet mo�emo

kvadrirati te dobijamo kvadratnu nejednaqinu x2− 10x+21� 0.
ǋeno rexeǌe je x ∈ (−∞, 3] ∪ [7,+∞), xto sa svim prethodnim
uslovima daje konaqno rexeǌe x ∈ [7,+∞).



Neka je S(x, y) = x2 + y2 + 12x− 16y. Kako je3.

S(x, y) = 2(x + 3)2 + 2(y − 4)2 − (x2 + y2)− 50 �−75,
to je najmaǌa vrednost datog izraza jednaka −75 i dosti�e se
za x = −3 i y = 4.
Iz nejednakosti S(x, y)+S(−x,−y) = 2(x2+y2)�50, a na osnovu

toga xto je S(−x,−y) �−75, nalazimo da va�i
S(x, y) � 50− S(−x,−y) � 50− (−75) = 125.

Otuda je najve�a vrednost datog izraza jednaka 125 i dosti�e
se za x = 3 i y = −4.

Ovi brojevi su jednaki jer je log 2
√

log2 2004 =
√

log2 2004 · log 2 =4. √
log 2004√

log 2
· log 2 =

√
log 2004 · log 2 i log 2004

√
log2004 2 =

√
log2004 2 ·

log 2004 =
√

log 2√
log 2004

· log 2004 =
√

log 2 · log 2004.

Dokaza�emo opxtije tvr�eǌe da za svako k postoje indeksi i i5.

j takvi da je ispuǌena jednakost xi − xj = k.
Pretpostavimo suprotno i podelimo skup {1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2k}
u k parova brojeva {(1, k + 1), (2, k + 2), . . . , (k, 2k)}. Tada se u
svakom paru nalazi najvixe jedan qlan niza {xn}, pa se u skupu
{1, 2, 3, . . . , 2k − 1, 2k} nalazi najvixe k brojeva iz niza. Ovo je
kontradikcija sa qiǌenicom da je xk+1 � 2k.
Time smo pokazali da za svako k ∈ N (pa i k = 2005) postoje
indeksi i i j takvi da je ispuǌena jednakost xi − xj = k.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Tre�i razred – A kategorija

Neka je F sredixte du�i AE. Tada je BE = EF = FA. Kako1.

je i BD = DC, prave ED i FC su paralelne, pa po Talesovoj
teoremi CF polovi AD. Oznaqimo sa M sredixte AD. Iz
uslova zadatka je �BCF = �BDE = �ADC, pa dobijamo da je
trougao �MCD jednakokrak, tj. MC = MD = MA. Dakle, C je
na polukrugu nad preqnikom AD, tj. �ACB = �ACD = 90◦.
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Pretpostavimo da su k i l prirodni brojevi takvi da je ab+1 =2.

(ka+1)2 i ac+1 = (la+1)2. Tada je b = k(ka+2) i c = l(la+2), pa
je bc + 1 = (kla)2 + 2kl(k + l)a + 4kl + 1 = (kla + k + l)2 + 1− (k− l)2.
Ako stavimo l = k+1, tada je bc+1 potpun kvadrat. Prema tome,

(b, c) =
(
k(ka + 2), (k + 1)((k + 1)a + 2)

)
zadovoǉava uslov zadatka za svaki prirodan broj k.

Iz sinusne teoreme je a = 2R sin α, b = 2R sin β, c = 2R sinC, pa3.

je data nejednakost ekvivalentna sa sinα cos α + sinβ cos β � sin γ,
tj. sin 2α + sin 2β � 2 sin γ. Me�utim,

sin 2α + sin 2β = 2 sin(α + β) cos(α− β) = 2 sin(π − γ) cos(α− β)
= 2 sin γ cos(α− β) � 2 sin γ.

Jednakost va�i kada je cos(α − β) = 1, odnosno za jednakokraki
trougao, kod koga je α = β.



Oznaqimo dati izraz sa I. Tada je I =
1
2
(
n−1∑
i=1

(xi − xi+1)2 + x2
n).4.

Koristimo nejednakost Koxi-Xvarc-Buǌakovskog i dobijamo:

(12 +22 + . . .+n2) · (
n−1∑
i=1

(xi−xi+1)2 +x2
n)�1 · (x1−x2)+2 · (x2−x3)+

3 · (x3−x4)+ . . .+(n−1) · (xn−1−xn)+n ·xn = x1 +x2 + . . .+xn = 1,
te je minimalna vrednost izraza I jednaka

Imin =
1
2
· 1
12 + 22 + . . . + n2

=
3

n(n + 1)(2n + 1)
.

Ostaje da na�emo za koje xi se ona dobija. Znak jednakosti u

nejednakosti K-X-B va�i kada su odgovaraju�i elementi pro-

porcionalni, tj. kad je

x1 − x2

1
=

x2 − x3

2
=

x3 − x4

3
= . . . =

xn−1 − xn

n− 1
=

xn

n
= α.

Odavde nalazimo

xn = nα, xn−1 − xn = (n− 1)α, . . . , xk−1 − xk = (k − 1)α, . . . , x1 − x2 = 1 · α.
Sabiraǌem prvih (n + 1 − k) jednaqina dobijamo xk = [n + (n −

1) + . . . + k]α =

[
n∑

i=1

i−
k−1∑
i=1

i

]
α =

[
n(n + 1)

2
− k(k − 1)

2

]
α.

Sada α dobijamo iz jednakosti

1 = x1 + x2 + . . . + xn =

[
n · n(n + 1)

2
− 1

2

n∑
i=1

i2 +
1
2

n∑
i=1

i

]
α

=
[
n2(n + 1)

2
− n(n + 1)(2n + 1)

12
+

n(n + 1)
4

]
α, odakle je:

α =
6

n(n + 1)(2n + 1)
. Konaqno imamo

xk = 3 ·
[
n(n + 1)− (k − 1)k
n(n + 1)(2n + 1)

]
=

6
n∑

j=k

j

n(n + 1)(2n + 1)
.

Napomena: uqenicima koji nisu razmatrali kada va�i jednakost

(tj. kada se dosti�e minimum) oduzeti 5 poena!

Za tupougli trougao odre�en datim taqkama to je krug nad5.

najve�om stranicom kao preqnikom (ne mo�e maǌi, a taj krug

prekriva ceo trougao). Ovo je sluqaj i za pravougli trougao.

Kod oxtrouglog trougla tra�eni krug je krug opisan oko tog

trougla.

Ako su te tri taqke kolinearne, npr. A − B − C, onda je to
krug nad AC kao preqnikom.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Qetvrti razred – A kategorija

Neka je F podno�je normale iz A na BC i neka je P presek AH sa1.

opisanim krugom oko trougla �ABC. Dovoǉno je dokazati da je
qetvorougao tetivan, zbog �HEM + �HFM = 180◦. Pokaza�emo
da je AE · AM = AH · AF , odakle sledi da su taqke H,E,F,M
kocikliqne.

AE ·AM = (AM−MD) ·AM = (AM−ME) ·AM = AM 2−MD ·AM ,
gde smo koristili da je ME = MD (iz uslova zadatka). Daǉe,
zbog potencije taqaka M i F u odnosu na krug opisan oko �ABC
i Pitagorine teoreme primeǌene na pravougli trougao �AMF
dobijamo: AE · AM = AM2 −MB ·MC = AF 2 + FM2 −MB2 =
AF 2 + (FM −MB) · (FM + MB) = AF 2 − BF · FC = AF 2 − AF ·
FP = AF · (AF − FP ) = AF · AH, zbog poznate qiǌenice da
je HF = FP , jer su trouglovi �BCH i �BCP podudarni sa
zajedniqkom stranicom i jednakim uglovima.
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Rexeǌe 1: Funkciju f mo�emo predstaviti u obliku2.

f(x) =
√

(x− 2)2 + (−2)2 +
√

(5− x)2 + 42.

Tada vidimo da funkcija f predstavǉa zbir rastojaǌa od taqa-
ka A(2,−2) i B(5, 4) do taqke X(x, 0). Ovo rastojaǌe je minimal-
no kada taqka X pripada du�i AB (zbog nejednakosti trougla) i
to je ispuǌeno za x = 3. Minimum funkcije je fmin = f(3) = 3

√
5.

Rexeǌe 2: Kako je

f ′(x) =
(x− 5)

√
x2 − 4x + 8 + (x− 2)

√
x2 − 10x + 41√

x2 − 4x + 8 · √x2 − 10x + 41

f ′(x) = 0 kad je (x − 2)
√

x2 − 10x + 41 = (5 − x)
√

x2 − 4x + 8. Obe
strane prethodne nejednakosti su istog znaka samo ukoliko je



x ∈ (2, 5)! Tek sada smemo da kvadriramo prethodnu jednakost.
Nakon sre�ivaǌa dobijamo 12 ·(x2−2x−3) = 0 i ǌena rexeǌa su
x1 = 3 i x2 = −1 (ali ovo otpada jer x2 �∈ (2, 5)). Ispitivaǌem
znaka kvadratne jednaqine dobijamo da je f ′(x) < 0 za x ∈ (2, 3)
i f ′(x) > 0 za x ∈ (3, 5), xto sa f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 2] i f ′(x) > 0
za x ∈ [5,+∞), konaqno daje f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 3) i f ′(x) > 0 za
x ∈ (3,+∞). Stoga za x = 3 imamo minimum i fmin = f(3) = 3

√
5.

Rexeǌe 1: Sve operacije radimo po modulu 1000. 32005 ≡ 3 ·3.

32004 = 3 · (10−1)1002 = 3 · ((1002
0

)
101002(−1)0 + . . .+

(
1002
999

)
103(−1)999+(

1002
1000

)
102(−1)1000 +

(
1002
1001

)
101(−1)1001 +

(
1002
1002

)
100(−1)1002) ≡

3 · ((1002
1000

)
102(−1)1000 +

(
1002
1001

)
101(−1)1001 +

(
1002
1002

)
100(−1)1002) =

3 · ( 1002·1001
2 · 100− 1002 · 10 + 1) ≡ 3 · (100− 20 + 1) = 243.

Rexeǌe 2: Prema Ojlerovoj teoremi imamo da je
3ϕ(1000) = 3400 ≡ 1 (mod 1000),

te je 32005 =
(
3400

)5 · 35 ≡ 15 · 35 = 243 (mod 1000).

Neka su du�ine stranica trougla redom a, b i c, a rastojaǌa4.

proizvoǉne taqke trougla do pravih koje sadr�e te stranice

redom x, y i z.
A

B C

M

a

bc

x

yz

Iz nejednakosti Koxi-Xvarc-Buǌakovskog je

ax + by + cz �
√

a2 + b2 + c2
√

x2 + y2 + z2,

pa je

√
x2 + y2 + z2 � 2P√

a2 + b2 + c2
, tj. x2 + y2 + z2 � 4P 2

a2 + b2 + c2
,

gde je P povrxina trougla ABC.
Jednakost vredi akko a : b : c = x : y : z. Konstruiximo taqku
M unutar trougla ABC koja zadovoǉava ovaj uslov. Neka je N
taqka ugla �ACB udaǉena a od BC i b od AC. Svaka taqka K
poluprave CN zadovoǉava oqigledno x(K) : y(K) = a : b. Obrat-
no, taqka K ovog ugla koja ovo zadovoǉava pripada polupravoj
CN . U suprotnom prava kroz K paralelna BC sekla bi CN u
L, pa iz x(L) = x(K) sledi y(L) = y(K) i odatle kontradikcija
BC ‖ AC. Dakle poluprava CN je skup taqaka ugla �ACB za
koji va�i x : y = a : b. Sliqno, skup taqaka ugla �CAB za koje
je y : z = b : c je poluprava s vrhom A. Te dve poluprave seku

se u taqki M unutar trogla, za koju je x : z =
x

y

y

z
=

a

b

b

c
= a : c.

Taqka M zato zadovoǉava uslov, te je ona tra�ena taqka za ko-
ju je zbir kvadrata rastojaǌa do pravih koje sadr�e stranice

trougla �ABC minimalan.



Mogu�e je.5.

Prvih nekoliko brojeva stavimo u A (prvi skup), narednih neko-
liko u B (drugi), pa opet nekoliko u A itd. Pustimo da broj
uzastopnih prirodnih brojeva u tim skupovima neograniqeno

raste.

Jedan mogu�i primer je:

A = {n | (2k)2 < n � (2k + 1)2, k ∈ N0}

B = {n | (2k + 1)2 < n � (2k + 2)2, k ∈ N0},
odnosno A = {1, 5, 6, 7, 8, 9, 17, 18, . . . }, B = {2, 3, 4, 10, 11, . . . }.
Tada ne mo�e biti ni jedne aritmetiqke progresije. Pret-

postavimo suprotno da npr. A sadr�i beskonaqnu aritmetiqku
progresiju {ai} sa razlikom qlanova d i prvim qlanom a1. Ali

tada postoji j ∈ N, takav da za broj aj = a1 + (j − 1)d va�i
(2d + 1)2 < aj � (2d + 2)2 (me�u ovih 2d + 3 uzastopnih prirod-
nih brojeva postoji broj koji daje isti ostatak pri deǉeǌu sa

d kao i a1), odnosno va�i aj ∈ B, xto je u suprotnosti sa pret-
postavkom da su svi qlanovi aritmetiqke progresije {ai} u A.



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Prvi razred – B kategorija

Neka je O proizvoǉna taqka. Tada je
−−→
OK = 1

2 (
−−→
OM +

−−→
ON) =1.

1
2

(
1
2 (
−−→
OB +

−−→
OC) + 1

2 (
−−→
OE +

−−→
OF )

)
= 1

4 (
−−→
OB +

−−→
OC +

−−→
OE +

−−→
OF ) i sliqno−→

OL = 1
4 (
−−→
OC +

−−→
OD +

−−→
OF +

−→
OA), pa je

−−→
OK =

−→
OL ako i samo ako je−−→

OB+
−−→
OE =

−−→
OD+

−→
OA, tj.

−−→
OB−−→OA =

−−→
OD−−−→OE, odnosno

−−→
AB =

−−→
ED,

xto je i trebalo dokazati.

A B

C

DE

F

M

P

Q

N

KL

A

B
C

D

E

k

Kako je �ABC = �BCA = �BDA, to su u trouglovima �ABE i2.

�ABD dva ugla jednaka odgovaraju�im uglovima, pa i za tre�i
par uglova �BEA i �ABD va�i da su jednaki.

Doka�imo da su brojevi x i y deǉivi sa 30, odakle �e slediti3.

tra�eno tvr�eǌe. Kako 9 | x2 + xy + y2 = (x − y)2 + 3xy imamo
3 | (x − y)2, odnosno 3 | x − y. Zato 3 | xy, te kako i 3 | x − y,
dobijamo da 3 | x i 3 | y. Poxto 10 | x2 + xy + y2 | x3 − y3

, to se

brojevi x3
i y3

zavrxavaju istom cifrom, xto je mogu�e samo

ako se i brojevi x i y zavrxavaju istom cifrom (ovo treba
proveriti!). Otuda je 0 ≡10 x2 +xy + y2 ≡10 3x2

, pa 10 | x i 10 | y.
Ovim smo dokazali da 30 | x i 30 | y, te 900 | xy.



Oznaqimo

√
2 +

√
a√

3 +
√

b
= α ∈ Q. Odavde je

√
a − α

√
b = α

√
3 − √2,4.

pa se kvadriraǌem dobija a + α2b − 2α
√

ab = 3α2 − 2 − 2α
√

6, tj.√
ab = β +

√
6, gde je β ∈ Q. Nakon jox jednog kvadriraǌa imamo

ab = β2 + 6 + 2β
√

6, pa je β = 0 i ab = 6. Postoje 4 mogu�nosti.

1◦ a = 1, b = 6: α =
√

2 + 1√
3 +

√
6

=
1√
6
�∈ Q;

2◦ a = 2, b = 3: α =
2
√

2
2
√

3
=
√

6
3
�∈ Q;

3◦ a = 3, b = 2: α =
√

2 +
√

3√
3 +

√
2

= 1 ∈ Q;

4◦ a = 6, b = 1: α =
√

2 +
√

6√
3 +

√
1

=
√

2 �∈ Q.

Dakle, a = 3 i b = 2.

Ako je Ana zapisala sve razliqite brojeve, ona je zapisala 85.

brojeva iz skupa {0, 1, 2, . . . , 7, 8}. Znaqi svi Brankovi brojevi bi
morali biti me�usobno jednaki (oznaqimo ih sa b). Kako i zbir
svih Aninih brojeva i zbir svih Brankovih brojeva predstavǉa

ukupan broj �etona na tabli to su oni me�usobno jednaki, tj.

(
9∑

k=0

k)− b = 8 · b, odakle nalazimo da mora biti b = 4. Sada jox

ostaje da konstruixemo primer:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦◦

8
7
6
5
3
2
1
0

4 4 4 4 4 4 4 4B

A



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Drugi razred – B kategorija

Iz trougla �AOC , pomo�u Pitagorine teoreme, dobijamo da je1.

AC =
4
5
r, a iz sliqnosti trouglova �ACM i �NCB imamo AC ·

CB = MC·CN , tj.
16
25

r2 = 36x2
, pa je x =

2
15

r. Neka je D sredixte

tetive MN . Kako je MD =
13
2

x, to je CD = MD−MC =
5
2
x =

r

3
.

Konaqno, nalazimo sin�ACM = cos �OCD =
r

3
:

3r
5

=
5
9
.

3
5

r

O

A BC

M

N

r

D

4x

9x

Sva tri korena su definisana kada je x� 1
2 (prvi za x� 1

2 , drugi2.

x � 6 i tre�i x � 2). Kako je
√

x + 6−√x + 2 > 0 (jer je x + 6 >
x+2), da bi ova nejednaqina imala rexeǌa potrebno je i da leva
strana bude pozitivna, tj.

√
2x− 1 − 3 > 0, xto nam daje x > 5.

Sada, kako imamo da su obe strane polazne jednaqine pozitivne,

mo�emo je kvadrirati, te dobijamo

√
(x + 2)(x + 6) = 3

√
2x− 1.

Kako su i u ovoj jednaqini obe strane pozitivne opet mo�emo

kvadrirati te dobijamo kvadratnu jednaqinu x2 − 10x + 21 = 0.
ǋena rexeǌa su x = 3 i x = 7, xto sa svim prethodnim uslovima
daje samo jedno rexeǌe x = 7.

Rexeǌe 1: Datu jednaqinu �emo rexavati kao kvadratnu jed-3.

naqinu: z1,2 =
3 + 2i±√

(3 + 2i)2 − 4(5 + i)
2

=
3 + 2i±√−15 + 8i

2
.

Koren u = x + iy iz −15 + 8i �emo izvaditi tako xto �emo re-
xavati jednaqinu (x + iy)2 = −15 + 8. ǋen imaginarni deo je

2xy = 8, odnosno y =
4
x
, xto kad ubacimo u ǌen realni deo

x2 − y2 = −15 daje
x4 + 15x2 − 16

x2
= 0. Bikvadratna jednaqina

x4 + 15x2 − 16 = 0 se rexava smenom t = x2
. Rexeǌa jednaqine



t2 + 15t − 16 = 0 su t = −16 (koje otpada jer je x ∈ R, pa je

t = x2 � 0) i t = 1, koje daje dva rexeǌa x1 = 1 (tad je y1 = 4,
pa je u1 = 1 + 4i) i x2 = −1 (tad je y2 = −4, pa je u2 = −1 − 4i).
Odavde dobijamo rexeǌa date jednaqine z1 = 2 + 3i i z2 = 1− i.
Rexeǌe 2: Isto kao i u prethodnom rexeǌu zadatka dolazi-

mo do z1,2 =
3 + 2i±√−15 + 8i

2
. Transformiximo potkoreni

izraz: z1,2 =
3 + 2i±√

1 + 2 · 1 · 4i + (−16)
2

=
3 + 2i±√

(1 + 4i)2

2
,

tj. z1,2 =
3 + 2i± (1 + 4i)

2
, odakle dobijamo dva rexeǌa date jed-

naqine z1 = 2 + 3i i z2 = 1− i.
Rexeǌe 3: Isto kao i u prethodna dva rexeǌa dolazimo do

z1,2 =
3 + 2i±√−15 + 8i

2
. Izvadimo koren u iz −15 + 8i stan-

dardnim postupkom: lako dobijamo da je | − 15 + 8i| = 17, kao i

tg ϕ = − 8
15
(obratite pa�ǌu da je argument ϕ u II kvadrantu, pa

�e

ϕ

2
biti u I kvadrantu!), ali sada moramo da upotrebimo dos-

ta trigonometrijskih transformacija: tg
ϕ

2
=

√
1− cos ϕ

1 + cos ϕ
(od

znaka ± uzimamo + jer je
ϕ

2
u I kvadrantu), cos ϕ =

−1√
1 + tg2 ϕ

(od znaka ± uzimamo − jer je ϕ u II kvadrantu). Iz ove dve

formule dobijamo da je tg
ϕ

2
=

√√
1 + tg2 ϕ + 1√
1 + tg2 ϕ− 1

= 4. Sada iz

qiǌenica da je |u| = √
17 i tg arg u = 4 dobijamo da je u = 1 + 4i.

Kada to ubacimo u formulu za rexeǌa kvadratne jednaqine do-

bijamo z1,2 =
3 + 2i± (1 + 4i)

2
. Tra�ena rexeǌa date jednaqine

su: z1 = 2 + 3i i z2 = 1− i.
Rexeǌe 4: Zadatak se mo�e uraditi i direktnom zamenom z =
a + ib. Kada zamenimo u polaznu jednaqinu imaginarni deo

nam daje 2ab − 2a − 3b + 1 = 0, tj. b =
2a− 1
2a− 3

, xto kad zameni-

mo u realni deo a2 − b2 − 3a + 2b + 5 = 0 dobijamo jednaqinu
4a4 − 24a3 + 69a2 − 99a + 50

(2a− 3)2
= 0. Kada faktorixemo polinom

4a4−24a3+69a2−99a+50 dobijamo (a−1)(a−2)(4a2−12a+25) i kako
je diskriminantna kvadratnog trinoma D = −256 < 0 imamo da
je 4a2− 12a+25 > 0 za svako a, te dobijamo da su jedina rexeǌa
a1 = 1 i a2 = 2, xto nam daje rexeǌa z1 = 1− i i z2 = 2 + 3i.

Neka je S(x, y) = x2 + y2 + 12x− 16y. Kako je4.

S(x, y) = 2(x + 3)2 + 2(y − 4)2 − (x2 + y2)− 50 �−75,
to je najmaǌa vrednost datog izraza jednaka −75 i dosti�e se
za x = −3 i y = 4.



Ako je Ana zapisala sve razliqite brojeve, ona je zapisala 85.

brojeva iz skupa {0, 1, 2, . . . , 7, 8}. Znaqi svi Brankovi brojevi bi
morali biti me�usobno jednaki (oznaqimo ih sa b). Kako i zbir
svih Aninih brojeva i zbir svih Brankovih brojeva predstavǉa

ukupan broj �etona na tabli to su oni me�usobno jednaki, tj.

(
9∑

k=0

k)− b = 8 · b, odakle nalazimo da mora biti b = 4. Sada jox

ostaje da konstruixemo primer:

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦
◦ ◦◦

8
7
6
5
3
2
1
0

4 4 4 4 4 4 4 4B

A



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Tre�i razred – B kategorija

Kvadriramo sve tri relacije, a zatim ih saberemo (vode�i1.

raquna da za svaki vektor va�i |�x|2 = �x · �x). Dobija se
3(|�a|2 + |�b|2 + |�c|2) < 2(|�a|2 + |�b|2 + |�c|2)− 2(�a ·�b +�b · �c + �c · �a),

pa bi va�ilo (�a +�b + �c)2 < 0, xto je nemogu�e.

Vrednosti odgovaraju�ih determinanti su:2.

Δ = β(α− 1), Δx = β2(α− 1), Δy = αβ(α− 1) i Δz = β(α− 1).
1◦ za α �= 1, β �= 0 sistem ima jedinstveno rexeǌe koje je dato sa
x = β, y = α, z = 1.
U naredna dva sluqaja su sve determinante jednake 0 i onda ne

znamo da li sitem ima vixestruko rexeǌe ili nema rexeǌa.

To moramo ustanoviti Gausovim sistemom eliminacije.

2◦ za β = 0 dobija se sistem
x + y = α
x + αy + z = α2 + 1
x + 3y = α ,

koji ima vixestruko rexeǌe x = t, y = α− t, z = αt− t + 1, t ∈ R.

3◦ za α = 1 dobija se sistem
x + y + βz = 1 + 2β
x + y + z = 2 + β
x + 3y + 2βz = 1 + 3β ,

koji ima vixestruko rexeǌe x = t, y = β + 1− t, z = 1, t ∈ R.

Napomena: Mi smo u 2◦ i 3◦ uzeli da je x slobodna promenǉiva
i dodelili joj vrednost parametra: x = t, t ∈ R. Mogu�e je i

dodeliti i bilo kojoj drugoj promenǉivoj vrednost parametra

i tad se dobija isto rexeǌe, samo malo drugaqije zapisano.

Iz sinusne teoreme je a = 2R sin α, b = 2R sin β, c = 2R sinC, pa3.

je data nejednakost ekvivalentna sa sinα cos α + sinβ cos β � sin γ,
tj. sin 2α + sin 2β � 2 sin γ. Me�utim,

sin 2α + sin 2β = 2 sin(α + β) cos(α− β) = 2 sin(π − γ) cos(α− β)
= 2 sin γ cos(α− β) � 2 sin γ.

Jednakost va�i kada je cos(α − β) = 1, odnosno za jednakokraki
trougao, kod koga je α = β.

Ovi brojevi su jednaki jer je log 2
√

log2 2004 =
√

log2 2004 · log 2 =4. √
log 2004√

log 2
· log 2 =

√
log 2004 · log 2 i log 2004

√
log2004 2 =

√
log2004 2 ·

log 2004 =
√

log 2√
log 2004

· log 2004 =
√

log 2 · log 2004.



Neka je EP visina trapeza i M podnozje normale iz taqke P na5.

BC. Po Teoremi o tri normale va�i EM ⊥ BC. Iz pravouglih
trouglova �CPM , �ECM i �ECP dobijamo

cos �BCD = cos �MCP =
CM

CP
=

CM

CE
· CE

CP
=

cos �MCE

cos �PCE
,

odnosno cos �BCD =
cos �BCE

cos �DCE
=

1/3
1/2

=
2
3
, jer je sin �DCE =

DE

CE
=

DF

CE
=
√

3
2
, pa je cos �DCE =

1
2
. Sada nalazimo visinu

romba h = a · sin�BCD =
a
√

5
3
, pa je r =

h

2
=

a
√

5
6
i

a

r
=

6
√

5
5
.

A B

EF

P
CD

M



Druxtvo matematiqara Srbije

REXEǋA ZADATAKA OKRU�NOG TAKMIQEǋA IZ

MATEMATIKE

Qetvrti razred – B kategorija

Ostaci pri deǉeǌu sa 7 brojeva 2n
su 1, 2 ili 4, a ostaci pri1.

deǉeǌu sa 7 brojeva n2
su 0, 1, 2 ili 4. Dakle, broj 2n + n2

ne

mo�e biti deǉiv sa 7.

Oznaqimo sa H tra�enu visinu prizme, a sa a stranicu osnove2.

prizme. Ako se postavi ravan kroz dijagonalu prizme normalno

na ravan osnove, u preseku se dobija pravougaonik stranica a
√

2

i H upisan u polukrug polupreqnika R. Tada je
a2

2
= R2 −H2

,

pa je V = a2H = 2(R2H − H3) i V ′ = 2(R2 − 3H2). Za H <
R√
3

bi�e V ′ > 0, a za H >
R√
3
bi�e V ′ < 0, pa je zapremina prizme

maksimalna kada je H =
R√
3
.

H

a
√

2

2

R

A

B

X
0 1 2 3 4 5 6 7 x

1

2

3

4

y

−1

−2

Rexeǌe 1: Funkciju f mo�emo predstaviti u obliku3.

f(x) =
√

(x− 2)2 + (−2)2 +
√

(5− x)2 + 42.

Tada vidimo da funkcija f predstavǉa zbir rastojaǌa od taqa-
ka A(2,−2) i B(5, 4) do taqke X(x, 0). Ovo rastojaǌe je minimal-
no kada taqka X pripada du�i AB (zbog nejednakosti trougla) i
to je ispuǌeno za x = 3. Minimum funkcije je fmin = f(3) = 3

√
5.



Rexeǌe 2: Kako je

f ′(x) =
(x− 5)

√
x2 − 4x + 8 + (x− 2)

√
x2 − 10x + 41√

x2 − 4x + 8 · √x2 − 10x + 41

f ′(x) = 0 kad je (x − 2)
√

x2 − 10x + 41 = (5 − x)
√

x2 − 4x + 8. Obe
strane prethodne nejednakosti su istog znaka samo ukoliko je

x ∈ (2, 5)! Tek sada smemo da kvadriramo prethodnu jednakost.
Nakon sre�ivaǌa dobijamo 12 ·(x2−2x−3) = 0 i ǌena rexeǌa su
x1 = 3 i x2 = −1 (ali ovo otpada jer x2 �∈ (2, 5)). Ispitivaǌem
znaka kvadratne jednaqine dobijamo da je f ′(x) < 0 za x ∈ (2, 3)
i f ′(x) > 0 za x ∈ (3, 5), xto sa f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 2] i f ′(x) > 0
za x ∈ [5,+∞), konaqno daje f ′(x) < 0 za x ∈ (−∞, 3) i f ′(x) > 0 za
x ∈ (3,+∞). Stoga za x = 3 imamo minimum i fmin = f(3) = 3

√
5.

Kako je an+1−an = 1
3n+3 + 1

3n+2 + 1
3n+1− 1

n+1 = 9n+5
(3n+3)(3n+2)(3n+1) > 0,4.

niz je rastu�i.

Neka je z = x+iy. Iz

∣∣∣∣x + (y − 1)i
x + (y − 2)i

∣∣∣∣ =
1
2
dobijamo

√
x2 + (y − 1)2 =5.

1
2

√
x2 + (y − 2)2, te nakon kvadriraǌa 3x2 +3y2− 4y = 0, odnosno

x2 +
(
y − 2

3

)2 =
(

2
3

)2
. Od svih kompleksnih brojeva na ovom krugu

najve�i moduo ima broj z0 =
4
3
i.


