
DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Prvi razred , A kategorija

U △ABC je ∢ABC = 80◦. Taqka D na stranici BC je takva da vaжi1.
AB = AD = CD, taqka F na stranici AB je takva da vaжi AF = BD i
taqka E na pravoj BC je takva da vaжi B−C−E i ∢BEF = 20◦. Dokazati
da je DE = AC.

Qetvorougao ABCD je trapez (AB ‖ CD) u koji se moжe upisati krug.2.
Dokazati da se kruжnica nad preqnikom BC i kruжnica nad preqnikom
AD dodiruju.

Neka je n > 1 prirodan broj. Koliko ima n-tocifrenih brojeva koji su3.
palindromi i deƩivi su sa 9?

(Broj je palindrom ukoliko mu je dekadni zapis simetriqan, tj. zapis
mu je isti sleva na desno i zdesna na levo.)

Neka je P (x) polinom sa celobrojnim koeficijentima, takav da za neke4.
proste brojeve p < q < r vaжi {P (p), P (q), P (r)} = {20, 3, 2010}. Dokazati
da je P (p + q) = 2010.

Moжe li se unutar figure sa slike (ukƩuquju�i rub) smestiti devet5.
taqaka, me�u kojima nikoje tri nisu kolinearne, tako da kadgod neke
tri od Ƭih obrazuju trougao koji pripada unutraxƬosti figure, Ƭegova
povrxina je ve�a od 2 (A1A2 = B1B2 = C1C2 = D1D2 = 2, A2A3 = A3B1 =
B2B3 = B3C1 = C2C3 = C3D1 = D2D3 = D3A1 = 1)?
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Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Prvi razred , B kategorija

Neka je f(x) = −2x + 7

x + 3
i fn(x) = f(f(. . . f

︸ ︷︷ ︸

n-puta

(x))), za n ∈ N. Odrediti1.

f2009(2010).

Na koliko se naqina broj 2010 moжe predstaviti kao zbir nekoliko (bar2.
dva) uzastopnih prirodnih brojeva?

Ako je a, b > 0 i a + b = 2, dokazati da je3.

√
1 + a +

√
1 + b < 3.

U △ABC ugao kod temena B je dvostruko ve�i od ugla kod temena A,4.
a teжixna duж CM je normalna na simetralu ∢ABC. Odredi uglove
△ABC.

Simetrale AA1, BB1, CC1 uglova △ABC seku se u taqki S (A1 ∈ BC, B1 ∈5.
CA, C1 ∈ AB). Ako su polupreqnici kruжnica upisanih u trou-
glove SAB1, SB1C, SCA1, SA1B, SBC1, SC1A jednaki, dokazati da je △ABC

jednakostraniqan.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Drugi razred , A kategorija

Neka u konveksnom petouglu ABCDE vaжi ∢BCD = ∢DEA = 90◦ i1.
∢BDC = ∢DAE. Neka su M, N i P , redom, sredixta duжi AD, BD i
EC. Dokazati da je ∢MPN = 90◦.

Da li u nizu2.

21, 2011, 200111, 20001111, . . . , 2 0 . . .0
︸ ︷︷ ︸

2009

1 . . .1
︸ ︷︷ ︸

2010

ima vixe prostih ili sloжenih brojeva?

Dokazati da je sin

(

24 arcsin

√

2 −
√

2 +
√

6 + 3
√

2

4

)

= 0.3.

Koliko ima ure�eƬih trojki (a, b, c) ∈ {1, 2, ..., 2010}3 takvih da za svaki4.
prirodan broj n jednaqina

(a + n)x2 + (b + 2n)x + (c + n) = 0

ima bar jedno realno rexeƬe?

Na svakom poƩu xahovske table napisan je po jedan broj izme�u 1 i 645.
(svaki broj taqno jednom). Sa koliko najmaƬe pitaƬa se moжe saznati
taqan raspored brojeva (tj. saznati koji je broj u kom poƩu), ako se
jednim pitaƬem moжe saznati koji su brojevi napisani u proizvoƩno
odabranom skupu poƩa (ali ne i Ƭihov raspored u tim poƩima)?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Drugi razred , B kategorija

U skupu realnih brojeva rexiti jednaqinu1.

log2 3 + 3 log4 x =
(
xlog9 16

) 1
log3 x .

Neka je x negativan realan broj. Ispitati xta je ve�e2.

4x + 1 ili 2x + 3x.

Odrediti sve trojke prirodnih brojeva a, b, c koje odgovaraju duжinama3.
stranica trougla kome je preqnik opisane kruжnice 6, 25.

Odrediti najve�i mogu�i broj deƩiv sa 72 koji se moжe dobiti iz broja4.
1 2 3 . . . 2009 2010 brisaƬem nekih Ƭegovih cifara.

Pleme ima azbuku koja sadrжi samo slova A i B. ƫihov reqnik ima5.
osobinu da ne postoje dve reqi takve da je jedna poqetak druge (na
primer, ako postoji req BA, ne postoje reqi BAA, BAB i BABA).
Ako Ƭihov reqnik sadrжi taqno 1 dvoslovnu, 2 troslovne, 4 petoslovne
i 5 xestoslovnih reqi, koliko najvixe qetvoroslovnih reqi moжe
sadrжati?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Tre�i razred , A kategorija

U △ABC taqke M i N su preseci teжixne duжi i simetrale unutraxƬeg1.
ugla iz temena A sa stranicom BC, redom. Taqke Q i P su taqke preseka
normale u N na NA sa pravama MA i BA, redom, a taqka O je presek
normale u P na AB sa pravom AN . Dokazati da je QO ⊥ BC.

Neka je sa anbn oznaqen dvocifreni broj koji predstavƩa posledƬe dve2.
cifre broja 12010 + 22010 + . . .+ n2010, za n ∈ N (u dekadnom zapisu). Odre-
diti da li je broj 0, a1b1a2b2a3b3 . . . racionalan.

Koliko rexeƬa ima funkcionalna jednaqina3.

f(n) + f(n + f(n)) = n

ako:
(a) f : N → N0; (b) f : N → Z ?

Neka je niz (fn)n>1 definisan sa f1 = 1, f2 = 1 i fn+2 = fn+1 + fn za n ∈ N.4.
Za svako n ∈ N urediti brojeve fkfn−k (1 6 k 6 n− 1) u neopadaju�i niz.

Na tabli je zapisan sistem5.

⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆

⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆
...

⋆ x1 + ⋆ x2 + . . . + ⋆ x2010 = ⋆

koji sadrжi 2010 jednaqina. Aca i Branko, naizmeniqno, umesto jedne
zvezdice upisuju realan broj po izboru. Aca igra prvi. Koji od igraqa
ima pobedniqku strategiju ako:

(a) Aca pobe�uje u sluqaju da sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa, a
Branko u sluqaju da je protivreqan;

(b) Aca pobe�uje u sluqaju da je sistem protivreqan, a Branko u
sluqaju da sistem ima beskonaqno mnogo rexeƬa?

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Tre�i razred , B kategorija

Dve stranice trougla pripadaju pravim 3x + 5y − 14 = 0 i x + 3y − 5 = 0,1.
a ortocentar tog trougla je H(1, 1). Odrediti jednaqinu prave kojoj
pripada tre�a stranica trougla.

Odrediti (ako postoji) najmaƬi prirodan broj n takav da je2.

√
3 − 1

sin n◦
+

√
3 + 1

cos n◦
= 4

√
2.

Neka je S =
{
z ∈ C |

∣
∣z2 + 1

∣
∣ = |z + i|

}
. Dokazati da za proizvoƩne z1, z2 ∈ S3.

vaжi |z1 − z2| 6 3. Ispitati kada se dostiжe jednakost.

Neka je sa anbn oznaqen dvocifreni broj koji predstavƩa posledƬe dve4.
cifre broja 1 + 2 + . . .+ n, za n ∈ N (u dekadnom zapisu). Odrediti da li
je broj 0, a1b1a2b2a3b3 . . . racionalan.

Neka je S skup taqaka u ravni, takav da za svake dve taqke A, B ∈ S postoji5.
taqka C ∈ S na kruжnici qiji je preqnik AB, razliqita od taqaka A i
B. Dokazati da je skup S beskonaqan.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Qetvrti razred , A kategorija

Kruжnice k1 i k2 seku se u taqkama M i N , pri qemu je centar kruжnice1.
k2 na kruжnici k1. Neka je P proizvoƩna taqka na luku MN kruжnice
k2 koji se nalazi unutar kruga k1. Prave MP i NP seku k1 po drugi
put u taqkama A i B, redom. Neka je S sredixte duжi AB, a taqke C

i D preseci poluprave SP sa krugom k1 i k2, redom (razliqiti od P ).
Dokazati da je PC = CD.

Neka je p neparan prost broj. Dokazati da je2.

p−1
∑

k=1

[
k3

p

]

=
(p − 2)(p − 1)(p + 1)

4
.

Za svaki prirodan broj n, neka je an broj nula kojima se zavrxava bi-3.
narni zapis broja n (na primer, a5 = 0, jer je 101 binarni zapis broja
5; a20 = 2, jer je 10100 binarni zapis broja 20). Neka je bn = 1 ako je an

neparan broj, a inaqe neka je bn = 0. Ispitati da li je broj x = 0, b1b2b3 . . .

racionalan (zapis broja x je u binarnom sistemu).

Dokazati da je 2 cos
pπ

9
koren polinoma x3 − 3x − 1 za svaki prost broj4.

p > 3.

Da li se ravan moжe obojiti u 2010 boja tako da svaka kruжnica sadrжi5.
taqke svih boja?

(Svaka taqka ravni obojena je taqno jednom bojom.)

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.



DRЖAVNO TAKMIQEƫE IZ MATEMATIKE

UQENIKA SREDƫIH XKOLA, 20.03.2010.

Qetvrti razred , B kategorija

Za koje vrednosti realnog parametra a jednaqina1.

sin 3x + cos 3x =
√

2 · log 1
π

a

ima rexeƬa?

U skupu realnih brojeva rexiti nejednaqinu2.

(

5
√

2 − 7
)x

+ 2 6 5 ·
(√

2 − 1
)x

.

Odrediti najve�i mogu�i koliqnik zapremine lopte i zapremine kupe3.
opisane oko te lopte.

Dve parabole, qije su direktrise me�usobno normalne, imaju qetiri ra-4.
zliqite zajedniqke taqke, A1, A2, A3, A4. Dokazati da taqke A1, A2, A3, A4

pripadaju jednoj kruжnici.

U konveksnom petouglu ABCDE uglovi kod temena B i E su pravi i vaжi5.
∢BAC = ∢EAD. Ako se prave BD i CE seku u taqki O, dokazati da su
prave AO i BE ortogonalne.

Vreme za rad 240 minuta.
Svaki zadatak vredi 20 poena.


