NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

IIpBu pa3pen, A kareropuja

Y AABC je <ABC = 80°. Taurka D ma crpannuu BC je TakBa na Ba:Ku
AB = AD = CD, rauka F ua crpamunu AB je takBa na Baxku AF = BD u

taura F #a npasoj BC' je rakBa na Baku B—C—F u <BFEF = 20°. Ilora3artu
na je DE = AC.

Yersopoyrao ABCD je tpane3 (AB || CD) y kKoju ce MOKe yIUCATH KDPYT.
IlokazaTu ma ce Kpy:kHUIA HAI TpedHnkoM BC u Kpy:KHUIA HaI MIPEYHUKOM
AD nomupyjy.

Heka je n > 1 mpuponan 0poj. KRoauko mma n-toumdperux OpojeBa Koju Cy
MaJIMHIPOMU U IebUBU Cy ca 97

(Bpoj je mammHIpOM YKOIMKO My je HEKAIHU 3alUC CAUMETPUYAH, Tj. 3aIuc
My je MCTU CJIeBA Ha IECHO U 3[eCHA Ha JIEBO.)

Heka je P(x) mosuHOM ca 1esO0pOjHUM KOe(QUIMjeHTHMA, TaKaB & 3a HEKe
npocre 6pojese p < q < r Basku {P(p), P(q), P(r)} = {20,3,2010}. lorazaru
na je P(p+ q) = 2010.

Moske nu ce yuyrap ¢urype ca ciauke (yrmyuyjyhu py6) cmectutu meser
Tavyaka, MeDhy KojuMa HUKOje TPW HUCY KOJIMHeapHe, TAKO Oa KaIrol HEKe
TPU Ol BUX 00pa3yjy TPOyrao KOju Ipunaja YHyTPAIIlhOCTU GUIype, HeroBa
IIOBPIIMHA je Beha o1 2 (AlAQ = BlBQ = 0102 = D1D2 = 2, A2A3 = A3B1 =
BQBB = BgCl = 0203 = Cng = D2D3 = D3A1 = 1)?

Bpewme 3a pang 240 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

IlpBu pa3pen, b kareropuja

_AT u fo(z) = f(f(...f(z))), 32 n € N. Opnpennrnu
n-myTa

Heka je f(z) =

f2000(2010).

Ha xosuko ce maumua 6poj 2010 moske mpencraBuTy Kao 36up HEKOIUKO (6ap
[Ba) Y3aCTOIHUX IIPUPOTHUX OpojeBa?

Axo je a,b >0 u a+ b =2, noraszaTu na je

Vita+V1+b<3.

Y AABC yrao rom temena B je mBoctpyko Behm onm yria rom temena A,
a rexkumua ay:xk CM je mopmaana ma cumerpany <ABC. Oppenu yriose
ANABC.

Cumerpase AA, BBy, CC; yrnosa AABC ceky ce y tauku S (A; € BC,B; €
CA,C; € AB). Aro Ccy NONyOPEUHUIM KDPY/KHUNA YIOUCAHUX Y TPOY-
rioBe SAB1,SB1C,SCA,,SAB,SBC1,SC1 A jennaku, nokazatu na je ANABC

jemHaKOCTpaHUYaH.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

Ilpyru pa3spen, A kareropuja

Hexka y xomBerkcmom mneroyray ABCDE Baxu <BCD = <DFEA = 90° un
<BDC = <DAE. Heka cy M,N u P, penom, cpemumra nyxku AD, BD n
EC. Horkasatu na je <M PN = 90°.

Ila nu y HU3Y

21,2011,200111,20001111,...,20...01...1
—— ——
2009 2010

MMa BUIIlE IPOCTUX UIU CIOKEHUX OpojeBa?

. \/2—\/§+\/6+3\/§>:O‘

Ilokazaru ma je sin <24 arcsin 1

Komuko mma ypebemux Tpojrn (a,b,c) € {1,2,...,2010}> TaxBux na 3a cBaku
npupoaaH 6poj n jemHaunHA

(a+n)z? +(b+2n)x+ (c+n)=0

nMa 6ap jeIHO peayiHO peleme?

Ha cBakoMm momy maxoBcke TabJsie HamucaH je mo jeman 6poj usmeby 1 u 64
(cBaku 6poj Tauno jemHoMm). Ca KOIMKO HajMame NUTAlma Ce MOKe Ca3HATU
TavaH pacnopen O6pojeBa (Tj. ca3HaTH KOju je O6POj y KOM IOJY), aKO ce
jeMHUM NUTAmEM MOMKe CA3HATU KOju Cy OpOjeBU HANMCAHU Y MTPOU3BOJLHO
onabpaHOM CKyIy mOoJba (aju He U BUXOB PACIOPEN y TUM HOJbUMA)?

Bpewme 3a pan 240 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

Ilpyru pa3pen, b kareropuja

Y crymy peaJHUX OpojeBa PEmUTU jeTHAUYUHY

1
logy 3 4 3logy x = (:clog9 10) Tosz =

Heka je x merarmBan peasan Opoj. Mcnuratu mra je Behe

4 +1 unm 2%+ 3%,

OnpenuTu cBe Tpojke mpupomgHux OpojeBa a,b,c KOje omroBapajy my:KUHAMA
CTpaHUlla TPOyTJla KOMe je MPEYHUK onucaHe Kpy:kHUIe 6,25.

Onpenutu majsehu moryhu 6poj memus ca 72 koju ce Moske nobutu 13 6poja
123 ...20092010 6pucameM HEKUX HeroBUX Iudapa.

[Ineme mma a3bykry koja camp:ku camo cioBa A u b. HbuxoB peunur mma
ocobuHy nma He IOCTOje IBE pedyu TakBe na je jeldHa moderak apyre (Ha
npumep, ako mnocroju ped BA, me mocroje peun BAA, BADG u GLADBA).
AKO BUXOB PEUHUK CAAP:KA TAYHO 1 HBOCJOBHY, 2 TPOCJIOBHE, 4 METOCIOBHE
U O IIeCTOCJIOBHUX pedyn, KOJMEKO HajBI/IIHe YEeTBOPOCJIIOBHUX pP€EYM MOKE
canp:KaTU !

Bpewme 3a pang 240 munyTa.
CBaku 3amatak Bpenu 20 moeHa.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

Tpehu pa3zpen, A kareropuja

Y AABC tauke M u N cy mpecenu Te;KUIIHE TY:KA U CUMETPaJie YHYTPAaIlher
yraa u3 temena A ca crpanunom BC, pemom. Taure (Q mu P cy Tauke mpeceka
mopmase y N wa NA ca mpaBama M A u BA, pemom, a tauka O je mpecek
mopmatie y P ua AB ca mpaBom AN. Ilokaszatu na je QO L BC.

Heka je ca apb, o3mauven nBonmudpeHm OpPOj KOjU MPenCTaB/ba MOCIENHE IBE
mudpe Gpoja 12010 422010 4 - 4 2010 55 € N (y merammom zammacy). Onpe-
mutu na au je 6poj 0,ai1biasboasbs ... panuonasas.

Komnko pemema mMa (yHKIMOHAJIHA jeTHAUYNHA

fn)+ fn+f(n)) =n

aKoO:

(a) f:N— Np; (6) f:N—2Z?

Hexka je au3 (fy)n>1 mepunncan ca f1 =1, fo=1u fr10 = fos1+ fn3aneN.
3a cBako n € N ypemuru 6pojese firfn—r (1 <k <n—1)y meonanajyhu aus.

Ha Tabsu je 3anucan cuctem

*xr1 + *x9 + ... 4+ KXxXToglg = *
*xr1 + *x9 + ... 4+ KXxXToglg = *
*Tr1 + *xx2 + ... 4+ K*ZToog = *

koju caap:ku 2010 jemnaumua. Amna m BpanHko, HAM3MEHUYHO, YMECTO jeIHe
3Be3UIle yIUCYjy peajan Opoj mo m3bopy. Ama urpa npsu. Koju ox urpaua
nMa TO0OeTHUYKY CTPATETUjy aKo:

(a) Ana nobebyje y cayuajy ma cucreMm nMa GECKOHAUHO MHOTO pelIema, a
Bpanko y cayuajy ma je mpoTUBpeYaH;

(6) Aua nobebyje y cuayuajy ma je cucreM mpoTuBpevaH, a DBpaHKO y
caydajy la CUCTeM MMa GeCKOHAYHO MHOTO pelema’?

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
CBaku 3amatak Bpenu 20 moeHa.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

Tpehu pa3pen, b kareropuja

IlBe cTpanuie Tpoyria npunanajy npaBum 3x + 5y — 14 =0wu x4+ 3y — 5 =0,
a opronenrtap Tor tpoyruaa je H(1,1). Opnppenutu jemHaumny mpase KoOjoOj
npunana tpeha crpanuna Tpoyria.

OpnpemuTy (aKO MOCTOjM) HajMamU OPUPOAAH OpOj N TAKaB Ia je

\/§—1+\/§+1:4\/§‘

sin n° cos n°

Hera je S = {z € C||2>+ 1| = |z +i|}. Horasaru na 3a mpoussosHe 21,22 € S
BasKM |21 — 22| < 3. Mcnuraru kama ce HOCTUKE jeJHAKOCT.

Hexka je ca a,b, o3Hauen mnBomudpeHyn OpOj KOjU IPEINCTABJbA MOCIENHE IBE
mudpe 6poja 1+2+4+...+n,3an €N (y JIEeKa,JHOM 3a111xlcy). Onppenutu ma nu
je 6poj 0,a1b1a2b2a3bs . .. panmonaman.

Hexka je S ckyn Tauaka y paBHU, TaKaB Oa 3a cBake mBe Tauke A, B € S nmocroju
taura C € S Ha Kpy:kHUIM uuju je npeunur AB, paznuuwura onx tauaka A u
B. Ilokazatu na je ckym S GecKOHAYAH.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
CBaku 3amatak Bpenu 20 moeHa.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

UYerBpTH pa3pen, A Kareropuja

Kpysxuaune k1 u ko cexky ce y Taukama M u N, mpu dyeMy je mMeHTap KPY:KHUIE
ko Ha Kpy:xRHUNU k1. Hera je P mpousBosbHA Tauka Ha JAyKy M N Kpy:KHUIE
ko xoju ce mamasu yuyrtap kpyra ki. IIpaBe MP u NP ceky ki mo mpyru
oyt vy taukama A u B, pemom. Heka je S cpemumre ny:xu AB, a tauke C
n D npecemu noamynpase SP ca kpyrom ki u ko, penom (pazauuuntu ox P).
Horazaru na je PC = CD.

Heka je p memapan nmpoct 06poj. lokazatu na je

p—1

- {k_?’} _(=-2p-DHp+1)

=1 LP 4

3a cBaku mpupomaH Opoj n, HEKa je a, Opoj HyJda KojuMa ce 3aBpIlIaBa Ou-
HapHU 3amuc 6poja n (ma npumep, as = 0, jep je 101 Gunapuu 3anuc Gpoja
5; ago = 2, jep je 10100 Sunapuu 3anuc 6poja 20). Heka je b, = 1 ako je a,
HemapaH O0poj, a unaude Heka je b, = 0. Ucnuratu na au je 6poj x = 0, b1babs . ..
panmonasaH (3anuc 6poja = je y GUHAPHOM CUCTEMY ).

s
okazatu ma je QCOS% KODeH ToamHOMa z° — 3z — 1 3a cBaku mpocT 6pOj
p > 3.

Ila nu ce paBan moxke obojutu y 2010 60ja Tako ma cBaka KPY:KHUIA CAAPKU
Tayke cBux 60ja’?

(CBaka Taura paBHEU 0DOjeHA je TAYHO jeTHOM OOjOM. )

Bpewme 3a pang 240 munyTa.
Csaku 3amatak Bpenu 20 moena.



NPT KABHO TARKMUWYEILE U3 MATEMATURE
YUEHNUKA CPEOIHLUX HTIKOJIA, 20.03.2010.

UYerBpTU pa3pen, b kareropuja

3a KOje BPEeIHOCTU PEAJIHOT IapaMeTpa @ jeTHAUnHA
sin3z + cos3z = V2 -logi a

uMa pernrema’

Y ckymy peasHux OpojeBa PEmUTU HEjeTHAUUHY

(5f—7)$+2<5-(\/§—1)x.

Oppenutu HajBehu Moryhu KOJUYHUK 3alpeMUHE JIONTE W 3allPEMUHE KyIIe
ONMCAaHEe OKO Te JIONITe.

IIBe mapaboiie, unje cy muperrpuce MehycobOHO HOpMaAJHE, UMajy YEeTUPU pa-
3auunTe 3ajenHuuke tavre, Ai, Ao, Az, Ay. Horazatu ma taurke Ay, Ag, Az, Ay
IpUIIana]y jeqHO] KPYKHUIIN.

Y kouBekcuoM neroyray ABCDE yriosu kon temena B u E cy mpaBu u Ba:Ku
IBAC = <FAD. Akxo ce npaBe BD u CFE ceky y tauku O, mokasaTu ma Cy
npase AO u BE oproronaJue.

Bpewme 3a panm 240 munyTa.
Csaku 3amartak Bpenu 20 moena.



