Pa3Boj mojma Opoja
TeHETCKH
AKCMOMATCKHU MPUCTYII

Aunexkcangap JIunkoBcku
Maremarnuku ¢akynret, beorpan

1 HTA CY BPOJEBHA?

Kan oOnvHOT YoBEKa HA YIIWIN ITUTATE IITA j& MATEMATHKA, OATOBOpHhe CKOPO CUTYPHO:
Hayka o OpojeBnMa. Tek moHeku he mMaru rpeacTaBy Ja je MaTeMaTHKa HeIlTO MHOTO
omumrtHje (M MamioButHje). OBaj jeJHOCTABHH OATOBOP, IIpU ToMe, Hehe OUTH cacBHM
norpeman. MareMmaTuka je modesa ca OpojeBuMa, U ca OpojeBHMa ce pa3BHjayia CBE
1o 19. Bexa. 3aro hemo mocraBuTH cebu nuTame "mTa Cy OpojeBn" M MOKyIIaTH Aa
Ha Hera JaMo OZITOBOP.

3a Maremarnyapa Koju je 3aBpimro Marematndku ¢akyaTeT y beorpany wim Heku
IpyrH (aKyaTeT CIMYHOT Mpoduiia, pasHe BpcTe OpojeBa MpeicTaBibajy HajBaXKHHM)E
npuMepe CKyToBa ca ozipeheHrM anrebapckuM (M aHATUTHYKHM) CTPYKTYpama: TpyTia,
npCTeH, moJbe, ypeheno nosve. [lpu ToMe ce y HU3Y CKyNOBa MPHPOAHUX, LIENUX,
palMOHATHAX, PEATHIX, KOMIJIEKCHUX OpojeBa

NcZcQcRcC

npBa Tpu o0pal)yjy y anreOpu 1 MaTeMaTHIKOj JIOTHIIH, a IOCIIEAha JIBa Y MaTeMaTHIKO]
aHanu3y, fa Ou ce Be3a u3Mehy BUX TEK HakHAIHO ycrocTaBwia. [la Jiu je TO Tako
OMJIO UCTOPHUJCKH W J1a JIM TO Tako Tpeba u mopa na Oyme?

2 HNPUPOAHU BPOJEBU. UHAYKIUNJA U JOBPO
YPEBEIBE

MaremaTrka CBakako MOYHELE OJ] IOjMa MPUPOJHOT Opoja 1,2, 3, ..., mojMa HacTanor
ancTpakKIujoM Tporieca 6pojama. M Beh Ty, Ha IPBOM KOPaKy ydema y IIKOJICKO] (M
MPEIIKOICKO] ) MAaTeMAaTHIIH, HacTaje CykoO n3mel)y MCTOPHjCKO-TEHETCKOT U aKCHOMAaTCKO-
CKYIOBHOT' TIpHCTyNa 1ojMy Opoja. JlaHac je mocrano yoOW4ajeHO Ja ImojaM CKyIa
MPETXOAW mojmy Opoja, a mpupomau OpojeBu ce Beh y MHPETIIKOICKO] HACTaBH
yBoJZie ToMohy mojMa ckyma u 1mojMa OujeKimje, CTporo MareMaThudku ropopehu kao
KapIuHAIHA OpOjeBH KOHAYHUX CKyroBa. I[IpBu Belin METONUYKH IMJb MOCTAJO je
yBohemwe nojma CKVYIIA npupomuux 6pojea N = {1,2,3,...}. [la au je oBo
no6po u onpaaano? IlpupomHu OpojeBH MMajy CBaKakKo JABOJHY CTPYKTYpy: HOpeEn
ocoOMHE Na M3pakaBajy OpOjHOCT KOHAYHOT CKyma (KapAWHATHH Opoj), OHH HCTO
Tako u3paxamajy u pepocien (ypeheme Tj. opauHamHH OpOj).



2.1 TIIpupoanu 0poj kao 6pojHocT. beCKOHAYHOCT CKyNa MPUPOIHUX
OpojeBa. Kapaunanu.

VY XoTen HeoOMYHOT Ha3uBa ,,AJied)”’, KOjU UMa OHOJMKO CO0a KOJIMKO MMa IPHPOJI-
HUX OpojeBa, 101a3M MyTHUK-MareMaTHdap ¥ Tpaku nmpeHohnmre. Pemenmmonap my
caonmTasa: ,,)Kannm, anu cBe cobe cy 3ay3zere”. [lyTHuK kaxe: ,,J]ajre Mu oHza coOy
ca Opojem 1. ,,Anu mita ga paguM ca TOCTOM U3 cobe Opoj 1?7 muTa perenuuoHap.
»lIpebaruTe ra 'y coby O6poj 2”, onroBopu MyTHHUK. ,,A ca OHMM U3 cobe 0poj 27" He
OfyCTaje perneniuonap. ,,¥Y coly Opoj 3, ¥ Tako ca CBUM TOCTHMa”, pede IyTHHUK.
Tako je maTemaTHyap 1000 MPEHONUIITE y XOTEINy.

OBa Hau3Ie napajioKcaHa CUTyalldja JIeTIo OMKCYje OCHOBHO CBOjCTBO MPUPO/I-
HHUX OpojeBa: CBaKkW NpHPORAH OpOj MMa HEMOCPEeJHOT cieA0eHnKa KOju je Takole
npupoaan 0poj. OHa McTO Tako Jo4yapaBa (MPUBUIHY ajdH BakKHY!) HapagoKCasHOCT
0eCKOHaYHUX CKYIOBa: OECKOHaYaH CKyIl MO)KE MMAaTH UCTY OpOJHOCT Kao U HEroB
IpaBH MOACKYII.

2.2 IleanoBa apurmerurka. I[IpMHIMI MaTeMaTH4Ke MHAYKIHje.
IMoTnyHa uHayKOMja.

AxcuomaTuzanujy npupoHuX 6pojeBa TpeH je u3Beo Pysene [eano! 1889. romume.
Ilo Ileany,

(A1) 6poj 1 je mpupomuu 6poj;

(A2) cBaku npupozan 6poj n ¥Ma CBOT ciendeHuka n';

(A3) 6poj 1 Huje ciendeHNK HUjeIHOT MPUPOTHOT Opoja;

(A4) ako cy ciaenOeHuUIM ABa MpUponHa Opoja jeaHaKu, TH OPOjeBU CY jeAHAKH,

(A5) (maremarmuka HHIYKIHja) ako je F'(n) CBOjCTBO MPHPOIHUX OpojeBa, U aKo
BaKH:

(1) F(1) je Tauno, (2) ako je F'(n) TauHo 3a mpupogaH 6poj n Tajaa je To CBOjCTBO
TauyHO M 3a ciexbeHuka n' 6poja n; Tama je cBojcTBO F'(n) TadHO 3a CBE MPUPOIHE
Opojese.

Kaxko eypopuuno peue Kponekep, nparu Bor je ctBopuo npuponne Opojese, cBe
OCTaJIO je JIeNo bezu/l2.

MareMaTn4koM HHIYKIIHjOM Ce MOXKE JI0KA3aTH Jia Cy OBAKO OITUCAHU CBH MPUPOIHU
OpojeBH: cBaku IpUpPOIaH Opoj ocuM 1 je cienOeHuK HeKoT pupoaHor Opoja. Hamme,
younMmo cBojcTBO F'(n) mpupoaHor 6poja n: win je n = 1, Win je n caeaOeHHK HEKOT
HIpUpPOIHOT Opoja, ¥ MPUMEHNMO MaTeMaTndKy WHAyKnWjy. OBO y CTBapH Kasyje na
Ce CBU NPUPOIHU OpOjeBH JOOMjajy IMOCTYIIKOM HallaKeHma CIeTOCHUKA.

Jareum nenyKTuBHUM U3BohemeM u3 [leanoBux akcroMa y3 neduHunmjy n+1 =
n/ mobuja ce apuTMETHYKa CTPYKTypa MOJIyrpyne y ogHocy Ha cabupame (N, +)
(a xacHHje W ollepanyja MHOXKEHAa Kao MOHOBJEEHOT cabupama). [pyra cTpykrypa,
CTpPYKTypa ypehema, Moxe ce 3aTUM YBECTH JeUHUIAjoM b > a <= dc: b = a+-c.
OBe cy ABe CTpYKType MeljycoOHO ycarnanieHe:

Giuseppe Peano (1858-1932)
2"Die ganzen Zahlen hat der liebe Gott gemacht, alles andere ist Menschenwerk", Leopold Kronecker



a<b = a+c<b+c

Moxe ce yctBapu pehm 5a je mojaM KOMYTaTHBHE IOJYTpyIle HACTao YMpaBo
ancTpakIUjoM CBOjcTaBa MPUPOAHUX OpojeBa. Ilpu ToMe, KOMyTaTHBHA MOMYrpymna
MIPUPOIHUX OpOjeBa 33J0BOJbaBa jOIII jeTHO, BEOMa Ba)KHO CBOJCTBO: OHA MMa KaHIICIAIIH]Y
(ckpahuBame). Haumme, axo je a + ¢ = b+ c oHna je a = b. Y oapehenom cmuciy,

N je HajMama KOMyTaTHBHA IOMYTpyIa ca KaHIIETAIH]OM.

2.3 Ilpupoanu O6poj kao peanu 6poj. Ypehemwe. Opaunanu. Loopo
ypeheme.

U3 TleanoBux akcuoma ce, mehytum, moxe y3 medunuimjy n < n', (n’ # n)
W aKCMOMY TPaH3WTUBHOCTH penanuje < aooutu ypehajHa cTpykTypa (TOTIIYHO)
ypehenor ckyna (N, <), apyra ocHOBHa CTPyKTypa cKymna npupoanux Opojesa BE3
xopumhema cabupama. OBO je y CTBapu TI'€HETCKM HauyWH yBolema MPHPOTHHX
Opojena.

Hexana maBHO, yueme OpojeBa y MPBOM pa3peay OCHOBHE IIKOJE IOYHANO0 je
OpojameM OTHOCHO HalOpajameM IO pely: jelaH, NBa, TPH,.. L1eK Kajaa yUeHHIH
YIBpIie pelocien U HazuBe OpojeBa, KpeTajo ce y apuTMETHUKe onepanuje. AKO
Ce y HACTaBU APKUMO T€HETCKOI METOIUYKOT MPHUCTyIa, oOparuhieMo Naxmby Ha
YHICHHILY KaKo JIaHac Mana jena yde OpojeBe mpe mkoie: ucto tako! IToctoje u
AHTPOIIOJIOIIKH JIOKa3W YME-EHHIIE J1a Ce Y Pa3Bojy JbYIACKOT ca3Hama PeIHU OpOjeBU
Haja3e MCIpe] KOIMYMHCKUX. AJIM, KaHTOPOBCKA Hieja Opoja Kao CKyma jeJaMHHUIA
je TomuKko TyOOKO yITa y MEeJarorujy, Ja e MPAKTHIHO CBU JaHAC MUCAHU TOYETHH
yrOeHuny padyHuile 06a3upajy Ha Toj mieju. Jla nm je To y pemy, U Koja Om JBe
CTPYKType, apuTMeTH4Ka WM ypehajHa, je mpuMapHa y cTBapamy Iojma Opoja?
Axo mornenamo came [leaHoBe akcrome, BUAUMO Aa ce Opoj 2 He neduHHIIE Kao
KapIMHATHOCT CKyIla ca JBa eJIeMeHTa, Beh kao cimembeHuk Opoja 1, Opoj 3 je
cnenOeHUK Opoja 2 M Tako 10 OCCKOHAYHOCTH. . .

VY omucy CKymnoBa MOCTOjU MPUPOJHA JUXOTOMHja: CKYIl CE MOXKE OMHCATH WU
HaOpajameM cBuX enemenara {/QQ[430],b,c,...}, WK Npeko KapakTePHCTHIHOT
cBojctBa cBux enemenara { /QQ[430] | F (a)}. OBa aBa Ha4nHa ce Y CTBAPH, CYIITHHCKH
Pa3IHUKY]jy, YaK TOJMKO JIa C€ MOXKE TOBOPUTH O JIBa Pa3lIMuUTa 1ojmMa ckyna. M ok ce
y IPBOM IT0jMy O€CKOHAYHOCT jaBJha CaMo Kao ITOTeHIHjaliHa OECKOHAYHOCT, Y APYTOM
MOjMy je TO akKTyenHa OeckoHauHOCT. [lojaM akTyemHe OSCKOHAYHOCTH Yy HACTaBy
MOXKEMO YBECTH TEK BEOMa KaCHO, Y CTApHjUM pa3peiuMa CPEIbe IKojIe. Y OCHOBHO]
IIKOJIM C€ KOPHCTH HMCKJBYYMBO IIPBH HAYUH OIKCA CKYIOBAa OJHOCHO MpBa BpCTa
ckyrnoBa. Ca CTaHOBHIITA KapI{HAJIA, TOME OIroBapajy caMo KOHAuHU KapJAWUHAIH.
Huje Ha onmer HaBecTH mra cy aBa Hajeha MareMarnyka ymMa 4YOBEYaHCTBA, [ayc u
ITyankape, MUCIIWIIM O MOjMY aKTyellHe OCCKOHAYHOCTH:

"[IporectyjeM mpoTHB yroTpede OeckOHaYHE BEMYMHE Kao HEYer 3aBpIIEHOT,
HITO je y MaTeMaTHul yBEeK HEJJOIYCTHBO. BeCKOHAYHOCT je caMo HauuH U3pakaBamba,
Yyje je MpaBo 3HauCHE TPaHUYHA BPEIHOCT K0joj ce oApeheHrn 0HOCH MPUOIHKaBajy
Heoapehero Omm3y, oK je npyruma M03BOJREHO Ja ce moBehaBajy Oe3 orpaHmucma’
(Kapn ®@punpux layc, mucmo Llymaxepy, 12. jyma 1831).



"He nocroju akTyamHa OeCcKOHAUYHOCT, OBO cy KaHTopujaHm 3a00paBuim U OWIIN
yxBahenn y npotuBpeunoctuma” (Henry Poincaré: Les mathématiques et la logique
III, Rev. métaphys. morale 14 (1906) p. 316).

2.4 JloOpa ypehenoct npupoanux 0pojeBa

VYpehajua cTpykTypa IpupoAHUX OpojeBa UMa H3y3€THO BaXKHO CBOjCTBO: MaTeMaTH4KU
pedeHo oHa je 100po ypeheHa, OMHOCHO CBaKW HeMpas3aH CKyl IpUpPOJHHUX OpojeBa
uMa HajMamu eaeMeHT. OBO CBOjCTBO y jeTHOCTaBHH]Oj (pOpMyalrju ITacH: CBAKH
cTporo omnangajyhm HuM3 mpupomHux OpojeBa je KOHauaH. 3Ha4yaj OBOT CBOjCTBA Ce
HEJIOBOJEHO TIOTEHIIMPA Y HACTaBU MaTeMaTHKe.

Tepheme. [IpuHnnn MaremaTiyke HHAYKIOH)E je €KBUBAJICHTAH NIPUHIMITY J00pe
ypeheHocTH cKyma mpUpoIHUX OpojeBa.

Jloka3. a) (ToTayHa) MaTeMaTHyka WHAyKIWja = nobpa ypehenoct N

Hexka je S C N moxmckyn koju Hema HajMamu enement. Tama 1 ¢ S. Yoummo
cBojctBo F'(n) < n ¢ S. Tama je F(1) tauno. Heka k € N, u mpermnocraBumo
(nHmyKIHWjcka xumore3a) aa je F'(m) tadHo 3a cBako m < k, Tj. m ¢ S 3a cBako
m < k. Amu To 3Haum 1a U k ¢ S jep O y cynpoTHOM k OHO HajMarbH eJIEMEHT Y S.
Haxne, Tauso je F'(k). IIpuMeHOM MPUHIMIIA MaTeMaTHYKe HHAYKIH)E 3aKbydyjeMO
na je F'(n) tauno 3a cako n € N. Anu 0BO 3Ha4u 1a je S = O.

0) nobpa ypehenocr N = maremarnuka MHIYKIH]ja

Hexka je F'(n) cBojctBo mpupoxsor 6poja n € N. Heka je tadno F'(1) u Heka
je 3a ceako k € N rauna mmmmkammja F'(k) = F(k + 1). Youumo ckym S =
{n € N | nygje raaro F(n)} € N. Ounro 1 ¢ S. Axo je S # & Ttama S uma
HajMawH eneMeHT k € S, k > 2. 3aro k— 1 ¢ S na je F'(k— 1) taano. Anu taza je
tauno u F'(k) 1j. k ¢ S, mrro je xourpamukuuja. [dakne, S = @ 1j. F(n) je Tauno
3a CBaKo 1.

Tephemwe. [lpunnun no6pe ypelheHOCTH cKyma MPUPOAHUX OpojeBa je eKBHBa-
JIGHTaH NPUHIMITY KOHAYHOCTH CTPOTO Omajiajyhinux HU30Ba.

Hoxa3. a) nobpa ypeheroct = cBaku cTporo omnaaajyhu Hu3 npupomHux Opojesa
je KoHa4yaH

Hexka je n; > ng > ... crporo omanajyhn Hu3 mpupoaHux OpojeBa. Yoummo
Henpasan ckyn S = {nj,no,...} C N.Taja oH UMa HajMabU EIEMEHT Nk Tj. N =
Nk41 = ... 1 HA3 MOpa OUTH KOHAYaH.

0) KOHaYHOCT CTpOro omanajyhux HuzoBa = nobpa ypehenoct

Heka je, nanpotuB, S C N HenpasaH NOJICKYII KOjH HeMa HajMamwH elieMeHT. Taza
MOCTOjU 1 € S W OH HHje HajMakH. 3aT0 NOCTOjU ne € S, no < N1 U OH Takohe HHje
HajMamu. OBaj TPOIEC MOXKEMO HACTABUTH M JOOUTH OSCKOHA4YaH CTPOTo omajajyhu
HU3 TIpUpOOHUX OpojeBa my > mg > ..., WITO je Hemoryhe. 3aro S Mopa UMaru
HajMambU CJICMCHT.

2.5 IIpumeHa NPUHIUNA KOHAYHOCTH CTPOro onaaajyhux nuzosa
y apuTMeTHLH.

1. Jlesbeme MpUpOTHUX OpojeBa C OCTATKOM.



Teopema. 3a cBaka jBa npuposHa 6poja m u n moctoje 6pojesu ¢ u r u3 NU{0}
TakBU Jla je m =nqg +r ur <n.

Hoxa3z. Ako je m = mg > n, y3MEMO M1 = Mg — "N, Mg > M1. AKo je mi > n,
CTaBUMO Mgy = My — N = Mg — 2N, My > My > Me. lloCTynak HaCcTaB/LaMO CBE
1ok je my > n (k € NU{0}, my € NU{0}). Tomro je cBaku crporo omamajyhu
HU3 NpUpPOJHKX OpojeBa KOHadaH, MOCTYIAK Ce€ MOpa 3aBPIINTH, I1a ITOCiie KOHAYHOT
Opoja xopaka monazumo A0 mi = m — kn < n. Taga je ¢ =k, r = my.

2. HepacTtaBbHBOCT y CKyIly MPUPOJHHX OpojeBa.

depunummja. Ilpupoman Opoj n > 1 je pacTaBibUB, aKO je m = pq 3a HEKe
npuponHe OpojeBe p < n U ¢ < n, KOje HA3UBaMO HETOBUM (PaKTOpUMa WA
YUHUOIIMMA. Y CYIPOTHOM, OpOj 1 je HepacTaBJHHB.

Oga nmedununyja ce jaBjba Beh y Eykimaosum "Enementnma, a HepacTaBJbUBU
MIPUPOHU OpOjeBH ce Ha3WBajy W MpocTUM OpojeBuMa. CTBap je KOHBEHIIHjE Ja JI
0poj 1 cmarpamo mpoctum. OOmYHO ce cMarpa Aa 1 Huje mpocCT.

Tepheme. CBaku npuponad 6poj (ocuM 1) MMa HepacTaBJEMBH (aKTop.

Hdoxa3. Heka je n > 1 mpupoman 6poj. AKo je OH HepacTaBJbUB, TBpheme
je nmokazaHo. AKO HHje, Tama je n = mimj 32 HEKO np, 1 < ny < n. Axo je
N1 pacTaBJbHMB, HacTaBjhaMO IocTymak. [lomTo je cBaku crporo omangajyhm Hu3
NPUPOJHUX OpOjeBa KOHA4YaH, MOCTYIAK ce MOpa 3aBPIIUTH, 11 TIOCJIe KOHAYHO MHOTO
KOpaka JI0JIa3uMOo 0 HepacTaBJbUBOT (pakTopa ng Opoja n.

3. Jloka3 MpaIMOHAHOCTH Gpoja \/2 KOji He KOPHCTH OCHOBHY TE€OPEMy apHTMe-
THKE.

Hanwme, Heka je /2 = . Tama je m? = 2n2. Omysmumo oy 06e cTpaHe OBe
jenHaxkocTu mpousBoq mn u dakropusyjmo je. Jobujamo m(m — n) = n(2n —m)
OIIHOCHO % = % CraBuMO nq, = m — n, m; = 2n — m. Ilomro je m? =
2n? < 4n? omHocHo m < 2n, 6uhe n; < n. Tako J06MjaMo HOBM 3amuc 6poja /2
Kao pasioMKa Tt ca CTporo MamuM uMeHuoueM. Ha oBaj HaumH MoxeMO 1o0HTH
OeckoHa4aH HH3 3alKca ca CTPOro omajaajyhnmM MMeHWommMa n > ni > ng > ...

m

mTo je Hemoryhe. 3aro je momassu 3ammc /2 = - memoryh.
4. OcHoBHa Teopema aputMmeTnke. [IpBu Jieo: ersucTeHIMja akTopusanyje.

Teopema. Craxu prpoaaH Opoj ce pasiiake y KOHauaH IIPON3BOJ HEPACTaBJEUBUX
(hakTopa.

Joka3. Akxo je mpupomaH Opoj m HepacTaBJbHUB, TBpheme je J0KazaHo. AKo
HHje, Ha OCHOBY INPETXOAHOT TBphema m MMa HepacTaBJbUBH (PAKTOP pi, TaKo 1A
je n = pini, n > ny. Ilocrynak monaBskamo 3a ng. Ilomro je cBakm cTporo
onanajyhu HA3 IpUpOAHKMX OpojeBa KOHAYaH, IMOCTYIAaK e MOpa 3aBPIINTH, I1a MOCIe
KOHAYHO MHOTO KOpaka IIoJIa3uMo TI0 HepacTaBJbUBOT (pakTtopa ny Opoja n u 10
BeroBe (hakTopu3anyje Ha HepacTaBbUBE 1 = Pi .. . PENk-



2.6 OcHoBHaA Teopema apuTMeTHKe. JIpyru geo: jeqHO3HAYHOCT
(paxrTopuszauuje.

HajBaxxauja Teopema y apuTMETHIIM, TAKO3BaHA OCHOBHA TeOpeMa apUTMETHKE, TBphemne
0 TOME J1a C€ CBAaK{ IPHPO/IaH Opoj jeTHO3HaIHO (10 Ha penocien (akTopa) pacTaBiba
y TIPOM3BOX NPOCTUX (paKTopa, y MIKOIHM ce 0OW4HO He Jokasyje. [Ipn Tome ce oBo
CBOjCTBO BEOMa 4eCTO KOPHCTH Y OCHOBHO] IIKOJH IPHIMKOM yBohema pasiomaka.
Marno ko oOpaha naxmy Ha YHBCHUILY Ja JeAHO3HAYHOCT (PaKTopH3aIlfje moynuBa Ha
cieneheM 3Ha4ajHOM CBOjCTBY HPOCTHX OpojeBa: ako MPOCTH Opoj el MPOW3BOJ
nBa Opoja, Taga OH Aenaw Oap jemaH on mUX. Ha MCTOM OBOM CBOjCTBY IOYMBA U
CTaHJAPIHM LIKOJCKM J0Ka3 MPAIMOHATHOCTH Opoja v/2. ITOKaXMMO 1a ce I0Ka3
CBOjCTBA MPOCTUX OpojeBa M jeAHO3HAYHOCTH (DaKTOPH3AIN]jE MOXKE JETHOCTABHO H3-
BECTH IOMOhy MpeTX0THO HaBe/IeHUX MPHUHIINIIA U TBphema, Te Kao TakaB MOXKe OUTH
YBPIITEH y CPEN-OLIKOJICKY HACTaBy MaTeMaTHKe, Kao MpUMep A0Ka3a, PasIHYuTHX
O]l TOKa3a y TEeOMETPHjH.

IIpBu Kopak: ako HepacTaBJbHBU OpOj JIeJu MPOW3BOA JBa Opoja, OH/AA OH JIeNn
Oap jenan on wux. [IpuMeHMMO (KOMITJIETHY MM TOTaJIHY) MaTeMaTH4Ky HHIYKIH]Y.
CBojcTBO OouMIIIEHO BaXkn 3a Opoj 1. Heka je n HepacTaB/bMBH Opoj M HEKA CBOjCTBO
Ba)KH 3a CBE HepacTaBibHBe OpojeBe m < n. Heka cag n nenu npousBon ab v He nenn
HUjenaH o kux. KopuiihemeM Jeibermha ¢ 0CTaTKOM MOXKEMO 3allUcaTi @ = pn + 1,
b=gn+s,r#0,s#0. MaoOxeweM nobujamo na n genu (pn + 1) (qgn+s) =
n (pgn + rq + sp)+rs onakie ciemu aa n AU 1S Tj. s = nm. Ha 0CHOBY paHujer
tBphewa, Opoj r > 1 uma mpoctu dakrop ny < r < n, r = nyry. bpoj ny memm
MPOW3BOJ MM W HE JEH MPOCT Opoj n, Ma 3aTO HA OCHOBY MHAYKIIMjCKE XHUITOTE3E 7]
nem m Tj. m = nymy. Cana ce y jeJHaKOCTH N171S = NN{M| MOXE CKPaTUTH 11
U J00HMjaMo jeMHAKOCT 71§ = nmy. Jlajbe MOoHaB/FAMO MOCTYIAK U A00HjaMO IPOCTE
(haktope r > ny > no > .... OBaj ce HU3 MOpA 3aBPIIATH IOCJIE KOHAYHOT Opoja
Kopaka k, ma gonazumo 1o 1, = 1. Caza ©MaMO KOHTPaIUKLHU]y Ca YHECHUIIOM Jia
n JAeu s = § < n.

Jlpyru Kopak: YOHIITEHE MPETXOMHOT Ha MPOU3BO/ BuUlle (akTopa.

Tpehu kopak: ako mMamo JiBe pakTopu3aIyje HCTOr Opoja y MPOU3BOJ] HEPACTAB-
JBMBUIX, TaJia CBaKM HEPACTaBJHMBH UWMHWIALl jeaHE (haKTopH3aluje AT MPOU3BOJ
yrHWIana apyre ¢akropusanuje. Ctora oH Jeau HEKH Off BbUX. AJM MOLITO Cy 00a
Opoja HepacTaBJbHBa, OHH Mopajy OutH jeaHaku. Caja ce Taj UCTH YMHIUIAIl HA 00e
cTpaHe ckpahyje W KOPHUCTH WM MaTeMaTHYKa MHAyKIHja 1o Opojy YMHHUIIAIA HITH
MIPUHIIAIT KOHAYHOCTH CTPOTO omajajyhux Hu3oBa.

3 Hyna, nejam v panMoHAJIHU OpojeBH

3.1 AKcHOMATCKHM NPHUCTYI

®dopmantHO aKCMOMATCKH IJIeJaHo, Mpomrpeme ckyna N HylloM je TpaHcgopMaiyja
KOja MPUPOIHUM OpojeBHUMA JI0/1aje HEYTPAITHH €IIEMEHT Y OJJHOCY Ha cabupame, Tako



na ckyn Ny := NU{0} 3amoBosbaBa acorujaTuBHi, KOMYTATHBHU U 3aKOH HEYTPATHOT
enemenTa. [locroju u npyra moryhaocr, na ce 6poj 0 of moyeTka cMarpa IpUPOIHUM
Oopojem u na ce IleaHoBe akcuome ommax ¢opmymumry ca 0 ymecro 1. OBo je
MOYKJ]a aKCHOMATCKH OIPABJaHO jep MOjeHOCTaBIbYj€ KOHCTPYKIIHjE, alld j& CBAKaKO
CYIUTHHCKH HETPUXBATJBHUBO Ca CTAHOBUILTA FCHETCKOT METOAWYKOT MPUCTYTIA.

INojam memor 6poja popMaTHO aKCHOMATCKH HacTaje KaJla ce OBOM CKYITy akcHoMa
(axcmoMaMa KOMyTaTHBHE MOJIYrpyIie ca HeyTpalHUM eneMeHToM () 1of1a 1 akcuoMa
CYIpPOTHOT eneMeHTa. Tako ce CKym menux OpojeBa Z MO)XKe OIHMCAaTH Kao HajMama
rpymay OfHOCY Ha cabupame Koja caJipyu cKyn npupoaHux opojesa N 1j. 3a10BospaBa
cinenehe akcoMe KOMyTaTHUBHE IpyIIe:

1) omepanuja + je acorujaTuBHA,

2) noctoju HeyTpanHu enemeHT () TakaB Ja je 3a cBako @ € Z, a +0 = a un
0+a=a,

3) 3a cBako a € Z TMOCTOjU CYINPOTHH eJIeMeHT b € 7Z TakBo qa je a +b =0 n
b+a=0,u

4) omeparija + je KOMyTaTHBHA.

Moxemo pehu 1a panroHaHA OpOjeBH HACTAjy Kao MOCHIeAUIa OTpede 3a perraBameM
jenHadnHa 0ONHMKa

r+a=0>b

Moryha je u ckymoBHa KOHCTPYKITHja IpCcTeHa Z meinux OpojeBa Kao KOMTUIHUYKOT
ckyna ckyna maposa N x N no penanuju exksuBaneruyje (a,b) ~ (¢,d) < a+d =
b+c.

Kao u ckynm npupomamx OpojeBa, ckym menux OpojeBa Takohe mocemyje Be
anrebapcke onepanuje, cabUpame MU MHOXEHe. Y OIHOCY Ha Te JIBE padyHCKe
ormeparyje, Z je KOMyTaTUBHU MPCTEH ca jJeINHUIIOM Tj. 3a710BOJbaBa cieache akcnuome:

1) (Z,+) je xomyTaTuBHa Tpyma;

2) (Z,-) je koMyTaTHBHA MONYTPyIa ca HEYTPAITHUM €JIEMEHTOM 1;

3) Baxku qUCTPUOYTHBHHU 3aKOH 32 cabuparme y OJJHOCY Ha MHOKEHE Tj. MHOXKEHE
ce pacmogesbyje (muctpubyupa) Ha cabupke: (a + b) ¢ = ac + be.

Parmmonanau OpojeBH, TMak, HAcTajy W3 IEMuX OpojeBa YKOJHMKO JKEIHMO Ja U
MHOXEHE Kao Olepalyja MMa CBOJCTBO CYNPOTHOT (y OBOM CIy4ajy WHBEP3HOT)
enementa. Moxemo pehu ma panmoHanHu OpojeBH HACTajy Kao mocienuiia morpede
3a pelaBamkeM jeTHaunHa OOJHKa

ar =5

ITpu ToMe, TUCTPUOYTHBHH 3aKOH Ka0 MOCIISIUILY Ma MYJITHILTHKATHBHO CBOjCTBO
Hyre: 0-a = 0 3a caku 6poj a. Hamme, 0-a = (04+0)-a =0-a+0-a,
omakie motHpameM ciefau TBpheme. CrTora ce Koj pellaBama TOpHUX jeJHAuYHHA
Mopa HcKIbY4nTH ciay4aj a = 0. OHo mTo ce 1o0uja je rmojam nosba, a Q je Hajmame
MoJbe KOje caap KM MPCTEeH Leiaux OpojeBa Z. Kao u xox menmx OpojeBa, moryha
j€ CKyIoBHa KOHCTpyKIHja mojba (Q parmoHanHuX OpojeBa Kao KOJMHMIHHYKOT CKyTa
Z x 7* | ~ ckyna mapoBa uenux opojesa Z x Z* (rne je Z* = 7~ {0}) no penauuju
exkBuBaneHuuje (a,b) ~ (c,d) < ad = be.



3.2 TeHercku mpuCTyn

Pa3Boj mojma Opoja HapaBHO HHje TEKao Ha MaJoOIpe ONMMCAHW HauyuH. [IpBU CKym

OpojeBa MUpH O] TPUPOTHUX KOJHU CE UCTOPH]CKH T10jaBJbYje CY MO3UTHBHHU Pa3JIOMIIH.

3a To je 3aciykKHa jemHa O HajCTapHjuX TeopeMa MareMarhke: TamecoBa Teopema.

HapaBHo, pasmoMiu ce 10jaBibyjy Kao OIHOCH IIyXH, a apUTMETHUKY THX OpojeBa

passuja Beh Eyxiny y cBojum Enementuma (2/QQ[422]/QQ[41e]I/QQ[425]/QQ[415]1/QQ[410]).
Jakuie, ucropujcku npso mpommperse je N C Q.

Hyna je mpupomaum OpojeBHMa MpHIPYKEHA MHOTO KacHHje: YBEO Jy je TeK Y
7. Beky MHAMjCKM MareMarndap bpaxmarynra (598-668). bpaxmarymnta je pohen
W XuBeo y rpany bunmany y Papacrany, y ceBeposanamnoj Mumuju. Togune 628.
HAITUCA0 je TpakTaT y 25 roriaBjba MO HAa3MBOM bpaxmacmyracumanrta, y KOMe je
caJlpyKaHO MHOTO HOBHMX MaTeMaTHYKHX II0JMOBa, IIpe CBera y Be3W ca OpojeBuMa.
Hberoro geno mpeacraB/ba KapuKy Koja HeEIOCTaje M3Mel)y cTaporpyke MareMaTHKe,
npe cBera Eykmuna, n aparcke MateMaTtuke Koja je IpeBoemeM Ha JIATHHCKH je3HK
npenuta y EBpomy. VYV crBapu, To HajBaxkHHje BpaxmarynTuHO neno mpeBeeHo je
HajBepoBaTHHje oko romuuHe 1050. Ha aparnckm mox HazuBoM CUHAXUHA. Y TOM
Jielly ce II0 MPBHU IIyT I0jaBJbyje MOjaM HyJe Kao caMOCTaJIHOr Opoja, a He camo
Kao "npykada Mecta" y TO3HUITMOHOM 3amucy Opoja. Omucane cy U 0COOMHE HyJe Kao
0poja, Koje oAIroBapajy HaBeJeHOj aKCHOMH HEYTPAJIHOT elIeMEHTa U MYJITHIUTUKATHBHOM
CBOjCTBY HYJIC.

ITa je oHO HajBakHHWje O OpojeBMMa 4YeMy y IIKOIHM Tpeba HayduTH neiry?
AKCHOMATCKH ITPUCTYII HHCHCTHPa Ha 0coOOMHaMa onepanyja. Ay, gocienHo cnpoBoaehu
OBaKaB METOJMYKH MPHUCTYT, 1ohu hemo y cuTyalujy GpaHIlyCKOT MHHHCTpPa ITPOCBETE
KOjU je TIPHWIMKOM IIOCEeTe jeAHO] OCHOBHO] IIKONH, AOOpPOHaMEpHO YMHUTao haka
"Komuko je 2 + 37" m no0mo kao u3 Toma oAroBop "2 + 3 je jemHako 3 + 2 300r
koMmyTaruBHOCTH!". OBy 3romy je UCIpUYao MO3HATH PYyCKH MareMaTudap Briagumup
Uropesnd ApHosba, jeman on HajBehWx KpHTHYapa CTama y JaHANIBEM 3alaJHOM
crcteMy oOpa3oBama. Jla He OM JOIUM y Ty CHTYaIlH]y, HEOIIXOAHO je J1a CXBaTUMO:
HajBOKHH]E IITO CPICKY jaeily Tpeba ma Hayunmo jecte PAUYHAIBE ca OpojeBumal
ACOIIMjaTUBHOCT W KOMYTaTUBHOCT CY Ha OBOM CTEIICHY pa3Boja M0jMoBa O] APYyTOCTEIICHOT
3Hayaja, TO Cy MIpaBWia KOja MOMaXy y padyyHamy M Koja ce O CTpaHe ydYeHHKa
ycBajajy UMIDIMOUTHO. Ilocroju jomr Beha omacHOCT Ja HE caMoO Ja YUYCHHUIU HE
yMejy Ja padyHajy, Beh ga u HacTaBHUIM TO HE 3HAjy. Kako je ucnpuyao aMepuuku
uobGenosai [en Cubopr, 99% haka y CAJl, amu u 95% HUXOBHX yYdTEe/ha HE yME
na monenu 111 ca 3 6e3 momohu kankymaropa!

4 Peannu OpojeBu

ITocToje Gap nBa HauMHA 1a ce GOPMATHO AKCHOMATCKH YBEZE T0Jbe peaTHUX Opojena.
Jeman je Be3aH 3a akCMOMY CyNpeMyMa, a IpyTH 3a ApXUMEIOBY akcHoMy. Y 00a
Cllydaja ce Imojla3y Off anrebapcKux MojMoBa 1mosba u ypehema. Jakme, R je ToTamHo
ypeheHo mosbe koje caapiku mosbe pasnomaka (Q. W Koje 3a0BOJbaBa HEKa JIOAATHA
CBOjCTBaA.



4.1 Axcuoma cynpemyma

AkcroMa cympemMyMmMa Tpak Jla CBaKH HelpaszaH IMoACKyn y R koju mMa ropmy

TPaHUIly MOpa UMaTH W HajMamky TOpkYy TpaHMily, Tj. cynpemMyM. OBO CBOjCTBO HE

noceyjy pamuoHamHu OpojeBu: Opoj 1,5 je ropma rpaHmIa 3a CKyIl CBUX KOHAYHHX

JeLMMANTHAX pa3Boja 6poja /2 (koju cy parmonanuu 6pojeu 1, 1,4, 1,41, 1,414, 1,4142, 1,41421, .
aJli CKYyIl CBHX TOPH-UX TpaHHIla Hema HajMamu eneMeHT y Q. KoHcrpykuuja moska

peamHIX OpojeBa Koja Mmoja3y O OBAKBOT CHCTEMa aKCHOMa je KOHCTPYKIHja moMohy

Tako3BaHuX JleneknHmoBuX rnpeceka. JleNeKWHAOBH Ipecel Ha onpelheHH HaduH

npecTaBbajy "pymne" y cKyIly pauuoHamHuX OpojeBa. Y oapeheHoM cMuCITy, peaisHn

OpojeBU Cy jeMIMHCTBEHO TOTAIHO ypeljeHO MoJbe, KOMIUIETHO Y cMuciy [lenekunma

(Tj. Yy KOMe Ba)kKH aKCHOMa CyIpeMyMa).

4.2 ApxumenoBa akcMoMa

KomruterHoet no JleneknHny Tj. akcMoMa CynpeMyma He y3uMa y 003Hp CTPYKTYpy
nosea y R. KommnetHocrt o Jlenexuny je crienujanaH ciiydaj ONIITET MojMa KOMIUIETHOCTH
METPHYKHX MPOCTOpa. METPHUYKH MPOCTOpP je KOMIUIETaH, ako cBaku KommjeB HU3
y BEMY KOHBEPrupa Tj. MMa rpaHU4YHy BPEIHOCT. J[pyrum pedrma, ako UMaTe HU3
TaKaB Jia pacTojambe n3Mel)y mheroBux wiaHosa HeorpanudeHo omana (Kommjes HUB),
TaJia MOCTOjU €JIEMEHT TOT MPOCTOpa TaKaB Jla pacTojame u3Melhy mera W wiaHoBa
TOI' HM3a HEOTPaHUYEHO omnana (KoHBepreHtan Hu3). KomruterHocT mo JlemexkuHmy
MIOBJIAYH KOMIUIETHOCT Y OBOM CMHCITY, ajTi He U oOparHo. CTora, HHje TOBOJbHO pehu
na je R xommuieTHo TotanHo ypeheno mosbe. MeljyTum, moctoju jenHo aiaredapcko
CBOjCTBO KOj€ MMajy W pallMOHAIHU OpojeBH, Koje je Omyo mo3Haro jom Crapum
I'priva m Kxoje je JoBOJBHO J1a 00e30e1 jeANHCTBEHOCT NoJba peanHux Opojesa. Paan
ce 0 4yBEeHO] ApXHMENOBOj aKCHOMH Koja oMoryhyje yBohema mojMa caMepsbuBUX (M
HecaMepJbuBHUX) AyxkH. OBaj mojaM OHO je MO3HAT y CTapOrpyKOj MaTeMaTHIIH, IITO
naje mocpenaH noka3 na cy Crapu I'prm mManu mpencTaBy O peaqHHM OpojeBHMa,
MaKo Ce JJaHaC cMarpa CylpoTHO. ApXHUMe0Ba aKCHOMa Y CTapOIPUKOj BEP3UjH Kake:
3a CBaKe JBe IyXH a U b TakBe 1a je a < b, yBeK MOCTOjU NpHpoaH Opoj n TakaB aa
je (n—1)a < buna>b. UckazaHa y caBpeMEHHM TEPMUHHMA, aKCHOMA IJIACH: 3a
CBaKu Opoj a (Tj. €IEMEHT I0Jba) IOCTOjU MpHUpoaaH O0poj n > a. [losbe parmoHaTHIX
Opojea Q je ApxrMeIoBO: y BeMy BaKH ApXuMenoBa akcroma. Moke ce rmokasaru
Ja je R jenuHCTBEeHO KOMIUIETHO (Y CMHCITY KOHBEpreHTHOCTH KolujeBUX HU30Ba)
ApxumenoBo ToTaaHO ypeheHo mosbe.

OBakaB akcHOMaTcKH IpUcTyn oMoryhyje na ce nosbe peamHux 6pojeBa R koHCTpywHIIe
Kao TOIIOJIONIKO KOMIUIETHpambe Mmojba paroHannux opojeea Q. Hamme, R je ckym
cBux KommjeBux Hu3oBa y (Q, mocedeH o penauuju eKBHBAICHLMjE Y K0jOj CY JABa
KommjeBa Hr3a ako U caMO ako MMajy UCTY IPaHUYHY BPEAHOCT.

4.3 TeHercku mpucryn

W3 mpeTxoHe npyye BUANMO JIa O JIBE KOHCTPYKIIH]€ I10Jba peaHUX OpOojeBa reHETCKU
je IpUXBaT/bHBHja OHA KOja roBopH 0 KolvjeBUM HU30BHMA, Tj. Koja peaiHe OpojeBe
YBOJIM Ka0 OECKOHAYHE JCIIMMAJIHE 3aInCe.



Ko ce on Bac ceha anropurma 3a Hanaxkemwe KBajapaTHor kopeHa? [lojaBoM CTOHUX
KaJIKyJ1aTopa, OBaj je alropuTaM IOTIYHO mao y 3abopaB. EBo kako m3miena Taj
ANTOPUTAM y Cllyuajy H3pauyHaBama IPBHX HEKOJNMKO JeluMana v/2:

21 1 = 21
292 2 = 44
23 3 = 39
24 4 = 96
V2 =1 , 41 4 2 25 5 > 100
1
1 0 0 281 1 = 281
- 9 6 282 2 > 400
4 0 0
- 2 8 1 2821 1 = 2821
1 1 9 00 2822 2 =
-1 1 2 9 6 2823 3 =
6 04 0 0 2824 4 = 11296
- 56 5 6 4 2825 5 > 11900
3 8 3 6
28281 - 1 = 28281
28282 - 2 = 56564

28283 - 3 > 60400

Hecranak oBor ajaropuTma U3 HacTaBe je TUIAKTUYKH MOTIYHO HeonpasaaH! Jep,
AJNTOPUTaM 3a U3pauyHaBake KOPEHA HHUje BakaH 300T TOra Jja CTBapHO U3pauyyHaAMO
KopeH ca oxpehernM OpojeM memumana - 3a TO Cy HaM JaHacC 3amWcTa 3TOMHUjU
padyHapu - Beh 300r 1Be NUIAKTHYKKA BeOMa 3HadajHe 4HMIbeHHIe. [IpBo, To je
jenan ox mpBux AJITOPUTAMA ca xojuma ce nena cpehy, unme ce oBaj Beoma
3HauajaH MHCAOHHU MOjaM Tonako ycahyje y cBect merera. Jlpyro, m 3Ha4dajHHje OX
NPBOT, jecTe YHMI-eHWIA Ja je TO jemHo (M 3a caja jemuHo!) ONHIUBHBO CPEICTBO
Jla Ce YYCHUKY NMPHONMKH IM0jaM peasHor Opoja kKao Opoja koju mMa OECKOHAYHO
MHOTO JIelUMaja KOje MOXXEMO YBEK M3padyyHaTd ca KOJHMKO Tojl XOheMo BEIHKOM
(amu 3amarom!) Tagnomthy.

ApxuMeioBa akCHOMa Kao ToJIa3Ha OCHOBA 3a (hOpMHUpamke TojMa peaHor Opoja
j€ YTOJIMKO 3Ha4ajHHja, MTO OHA MpPYy’ka UCTOBPEMEHO U OCHOBY I0jMOBa Mepema (Y
MaTeMaTuiy U (U3UIN), CaMepJbUBHX W HECAMEPJPUBHX TyXKH, U TaKO Jlaje UBPCTY
OCHOBY 32 31IpaBo (hOPMHpPAE IT0jMa peaTHOT Opoja, KOjH je ¢ jeJJHe CTpaHe Be3aH 3a
TeOMETPHjy TIPEKO OpojHE Oce W Mepema AYXKH, a ¢ JIpyre cTpaHe 3a OeCKOHAYHH
nenmManau 3ammc. Ilpuda o Mepemy HaM IOKasyje 1a je, MCTOPHjCKH IVIEAAHO,
MPOLINPEE MMojMa Opoja TEKJIO MPBO OBAKO:

NcZzZ"cQ" cR™",

Ta Cy TeK KaCHHUje YKJbYUeHH! Hyla ¥ HeraTuBHU OpojeBu. HapaBHO, pa3Boj YoBeyaHCTBa
j€ J10BeOo /10 TOra Jia IIKOJIOBAkE Jele He MOpa y CBUM JieTajbuMa U Y TOTILYHOCTH Jia
MpaTHi TEHETCKH Pa3Boj: Ha HEKUM MECTHUMa ce MoXe MhW yHarpesn, a TO je YIpaBo
yBOheme Hyle U HeraTUBHUX OpojeBa Beh Ha HMBOY IPHPOAHUX OpojeBa a IIOTOTOBY
pasioMaka. AJM TakBa MecTa Mopajy OMTH BeoMa NMaKJbHBO OJa0paHa.
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5 KommiekcHu OpojeBu

Haj3an, HacTaHak KoMIuIeKCHUX OpojeBa ce (hopMaIHO aKCHOMATCKH Be3yje 3a pelaBambe
kBajparHe jeaHadnHe 2 + 1 = 0 koja HeMa peliema y MOJbYy PealHHX OpojeBa.
Hakne, C je HajMame MoJbe Koje caapu MoJbe peaiHux OpojeBa R u pemieme
MIOMEHyTe KBajjpaTHe jenHadunHe. Mmamo Oap 1Ba HauMHA KOHCTPYKIHjE€ OBOT IT0JbA.
I1pBu, cnoxenuju anrebapcku HauwH, je aa je C xomnunuk R [z] / (xQ + 1) IpcTeHa
peanHux monuHOoMa R [z] MO TIaBHOM Haeany (3;2 + 1) TeHEepHCAaHOM TIOJIMHOMOM
x? + 1. Jlpyru, jenHocTaBHMjU cKymnoBHM HauuH, je 1a je C = R x R mpu uemy
ce omeparje cabupama 1 MHOXEHA Y TOM CKyIy Ae(HUHHINY jeaHakoctuma (a, b) +
(¢,d) :==(a+¢,b+d), (a,b) - (c,d) := (ac — bd, ad + be).

[Ipn KOHCTPYKIIMjH TT0Jha KOMIUIEKCHHUX OpojeBa JeraBa ce HEeIlTo IITO je BeoMa
perko y Maremaruiid. Haume, MU CMO TpasKHIIH Ol OBOT CKyIa Jla CaMo je/IHa jeJJMHa
KBaJIpaTHA jeJHAYMHA MMa y HEeMy pellere, HauMe jenHaunHa x2 + 1 = 0. A mra
cmo nobwm? He camo na ta, ma u cBe kBaaparHe jenHaunHe y C mmajy pememe,
Beh u Muoro Burre ox Tora: CBAKA anrebapcka jemHauriHa ca KoeUIMjeHTUMA Y
C umajy y C pemiewe. To je T3B. OCHOBHa Teopema anreOpe, Kojy je MpBH CTPOTO
noka3ao ['ayc m koja ce Ha MOIEpHOM anre0apckoM je3WKy HCKasyje OBaKo: IT0Jbe
C je anrebapcku 3atBopeno. 3ato je C HajMame anrebapCku 3aTBOPEHO MOJbE KOje
CaJIpXKu MoJbe pealTHux Opojea R.

KommexcHu OpojeBn cy y MaTreMaTnKy yOouTd Beoma KacHO. Jomr y 19. Beky
OMJI0 je BeIMKHX MareMaThdapa KOjH Cy OAPHIAIN MOCTOjamhe KOMITIEKCHUX OpojeBa.
Tek je pamoBuma XamwitoHa u Kejnuja, eHrieckux marematudapa 19. Beka koju
Cy A0 Kpaja paspagwiu 1mojam Opoja (Tj. anredpe Hag MOJbEM pealHHX OpojeBa)
M TIOKa3aJiM Ja IocToje M Apyre kiace "OpojeBa", XaMHJITOHOBH KBaTEpPHHOHU W
KejnujeBe okTaBe, anu ce MPUIMKOM EHBHXOBOT yBohema Mopamo onpehn HeKux of
(hyHIaMeHTaTHUX 0coOMHA OpojeBa (KOMyTaTHBHOCTH MHOXKEH-a KOJI KBaTepHHUOHA U
ACOIMjaTHBHOCTH KOJ OKTaBa), Je(PUHUTHBHO YYBPCTHO MOjaM KOMIUIEKCHOT Opoja.
C npyre crpane, HeocnopHo je na cy Beh Tapraspa n Kapnano npuimikoM perniaBamba
KyOHE jelHaYMHe MOpaJIH, Makap U (GOpPMaIIHO, PAJUTH Ca KOMIUIEKCHUM OpojeBHMA.
Haume, HajBakHuju ciaydaj KyOHE jemHaumHe, T3B. casus irreducibilis, ciaydaj xama
jenHadMHa ¥Ma TPU pa3IddWTa peayiHa KopeHa, Moxe ce KapmanoBom Qopmyrnom
PEIINTH caMO YKOJIHKO ce 00aBJbajy pauyyHCKE pajibe ca KOMIUIGKCHUM OpojeBHMA.
[lomro cy m Taprassa m KapmaHo ymenm nma pemiaBajy Taj HECBOIJBMBH CIIy4aj,
UMILTUIIATHY j€ 3aKJby4aK Jia Cy YMEIH Jla pallyHajy ca KOMIDICKCHUM OpojeBHMA.

Haj60osp1 reHeTcKH IpUCTyn yBOhelhy KOMIUIEKCHHX Op0ojeBa je aHaTUTUIKO-TCOMETPH|CKH,
IpeKo BEKTOpa y PaBHH OAHOCHO ApraHose paBHu R?. Kommnekcuu 6poj a + bi
ce MHTEepIpeTHpa Kao Tadka paBHU (mwin BekTop ca modetkoM y (0,0) u kpajem y
TOj Tauyku) ca koopauHarama (a,b). To Ham omoryhyje ja MMarMHapHy jEAHHHILY,
Jakie jenan "Hemocrtojehn" 00jekT, mpuKaxkeMo Kao peanHo noctojehn. Mcro Tako,
To omoryhyje nma moBexeMO KOMIUIEKCHE OpojeBe ca TeoMeTpHjoM paBHH (IIPEKO
M30METPHjCKUX TPaHC(HOpMAIHja paBHHU) ¥ Ca TPUTOHOMETPH)jOM (TIPEKO TPUTOHOMETPH]CKOT
00HKa KOMILUIEKCHOT Opoja, aauiuoHuX (opmyna u MyaBpoBor odpacia).
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