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Dr SiniSa Crvenkovic

RAZVIJANJE MATEMATICKIH SPOSOBNOSTI KROZ
RESAVANJE ZADATAKA

Na jednoj od konferencija UNESCO-a o obrazovanju usvojen je sledeci stav:

Matematika i njen stil misljenja moraju postati sastavni deo opste kulture
savremenog coveka, coveka koji se obrazuje u danasnjim Skolama, bez obzira da
li ée on vrsiti posao koji koristi matematiku ili ne.

U knjizi STUDIES IN MATHEMATICS EDUCATION, Moving into the twenty-first
century, Vol. 8 UNESCO, 1992., govori se o ciljevima matematickog obrazovanja ucenika u
dvadeset prvom veku. Izmedu ostalog, kao prioriteti, navedeni su sledeci ciljevi matematickog
obrazovanja ucenika:

razvijanje pravog razumevanja matematickih izraza, koncepata, procesa i dokaza;
pripremanje ucenika koji Zele da studiraju matematiku ili predmete koji koriste
matematiku;

razvijanje sposobnosti logickog miSljenja, rezonovanja, analiziranja i preciznog
izraZzavanja;

razvijanje sposobnosti primene matematike u “profesionalnom” zivotu, na primer
ocuvanje okoline, smanjenje zagadenja, razvijanje pravih nutricionisti¢kih programa;
razvijanje geometrijskog nacina razmisljanja, ukljucujuéi dokaze geometrijskih
tvrdenja, i vestine crtanja;

prelazenje sa aritmetike na algebru; reSavanje problema koriS¢enjem algebarske
metode;

razvijanje “ljubavi” za predmet tako da se uCenik ukljuci u samoobrazovanje i ucesce
na matematickim takmicenjima;

razvijanje sposobnosti uCenika da odgovore zahtevima moderne tehnologije i
inovacija, na primer raunara;

da cene lepotu i mo¢ matematike i da su svesni njenih ogranicenja;

da cene doprinos matematicara koji su u proslosti dali znacajne rezultate u nauci.

MATEMATICKE SPOSOBNOSTI

MATEMATICKE SPOSOBNOSTI se definisu kao stabilna psiholoska stanja i
karakteristike osobe u toku obavljanja matematickih aktivnosti na miran, gladak nacin.

sledece:

Osnovne matematicke sposobnosti koje matematicki talenti treba da poseduju su

sposobnost posmatranja,

sposobnost asocijacije,

sposobnost ra¢unanja,

sposobnost apstraktnog sumiranja,
sposobnost logickog rezonovanja,
sposobnost zapisivanja i izrazavanja.

Ovo su osnove formiranja sposobnosti analiziranja i reSavanja problema.



SPOSOBNOST POSMATRANJA

Svo ljudsko znanje dobijeno je posmatranjem. Matematika takode trazi posmatranje.
Gauss je Cak rekao da je matematika posmatracka disciplina. Posmatracka sposobnost u
matematici demonstrira se u prepoznavanju “broja“ i “figure” u stvarima i to brzo. Drugim
re¢ima, to je sposobnost nalazenja unutrasnjih veza u problemu iz njegove forme i strukture.

(a) nalaZenje strukturnih karateristika i meduveza matematickih relacija;
(b) prepoznavanje nekih specijalnih figura i relacija iz date geometrijske figure.
Primer za (b).

Sestougao je podeljen na crne i bele trouglove kao
na slici. Svaka dva susedna trougla (koji imaju
zajednicku stranicu) su razliCite boje. Da li se
desetougao moze podeliti na slican nacin?

ReSenje:

Svaka stranica belog trougla je stranica crnog
trougla (i to samo jednog). Svaka stranica crnog
trougla je stranica belog trougla (i to samo
jednog), osim stranica Sestougla.

Neka je broj belih trouglova m, a broj crnih
trouglova n. Tada je 3m broj stranica belih
trouglova, a 3n broj stranica crnih trouglova. Vazi
sledeca relacija:

3n-3m=6.
Ako bi se na sli¢an nacin mogao podeliti desetougao, onda bi imali:

3n’-3m’=10,
gde je m’—broj belih trouglova, a n’— broj crnih trouglova. Leva strana jednakosti je deljiva sa 3,
dok desna nije. Kontradikcija.

SPOSOBNOST ASOCIJACIJE

Asocijacija je psiholoski proces u kome se neko, kada opazi ili se seti jedne stvari, seti se
neke druge relevantne stvari. Asocijacija je most za tranfosrmisanje problema. Veze u zadacima
su slozene, nikad ocigledne, niti direktne. Od uéenika se trazi da su savladali vestine koriS¢enja
asocijacija zasnovanih na relevantnom znanju.

Primer . Resiti sistem jednacina:
y=4x’-3x
z=4y> -3y

x=4z-3z.

Uvodimo smenu: X =cos . Sistem postaje:
y=4cos’ a —3cosa = cos3a

z=4cos’ 3a —3cos3a = cos9a



x=4cos’9a —3cos9a = cos27«x .
Sledi: cosa =cos27a .

SPOSOBNOST RACUNANJA

Danas, razliciti ciljevi u matematickom obrazovanju ukljuuju temu sposobnosti
racunanja. Uzmimo za primer /EA — Investigation of International Mathematical Education Ciji
ciljevi u kognitivnim aspektima ukljucuju:

a) Racunanje: sposobnost da se direktno operiSe sa elementima problema baziranim na
naucenim principima, kao i sposobnost da se primeni posebno znanje koje se odnosi
na neku ¢injenicu ili izraz.

b) Shvatanje: savladavanje koncepata, principa, pravila i opstih mera, i sposobnost
prevodenja problema na razne nacine.

c) Primena: sposobnost da se ukljuci relevantno znanje, da se izabere pravi algoritam i
da se ispuni izraCunavanje; sposobnost da se resi problem na konvencionalan nacin.

d) Analiza: sposobnost primene nekonvencionalnih metoda za nalazenje drugih nacina i
formiranja dokaza i kritike, $to je napredniji proces razmisljanja.

Zadaci moraju biti testovi TACNOSTI, FLEKSIBILNOSTI i BRZINE sposobnosti u¢enika u racunanju.
Ovo se demonstrira kroz:
(a) sposobnost shvatanja apstraktnog formalizma notacionog jezika;
(b) sposobnost zapamcéivanja definicije, formula i pravila operacija;
(c) sposobnost transformacije;
(d) sposobnost uproS¢avanja operacionog procesa, naime, primenjivanje operacija na
koncizan i skokovit nacin;
(e) sposobnost obrtanja procesa ra¢unanja, kao i sposobnost proveravanja;
(f) fleksibilnost u primeni operacija, primeni formula, pravila i koncepata i, takode,
(g) sposobnost predvidanja i procene.
Nekad je neophodno transformisati nejednakost dok se predvida i procenjuje, $to
zahteva mnogo vece sposobnosti nego samo transformisanje jednacina.

Prvih 6 komponenti su osnovni elementi za izgradnju sposobnosti raunanja i veoma su vazni
kriterijumi da se oceni ucenicka sposobnost racunanja. Medutim, malo veci zahtevi ocekuju da
ucenici imaju i (g).
Primer za (c)
U dekadnom zapisu broja 1 =5-7>*, neke cifre se pojavljuju bar etiri puta.
Resenje:
Ako neki broj ima vise od 30 cifara, onda se bar jedna od deset cifara mora pojaviti bar 4
puta. Iz

log,, n=1log,,5-7"* =log,, 5+34-log,, 7=129,4323...< 30

zaklju€ujemo da » ima 30 cifara.
Ako se nijedna cifra u dekadnom zapisu broja »n ne pojavljuje vise od tri puta, onda se
svaka cifra mora pojaviti ta¢no tri puta. Sledi:

3 n. Kontradikcija.

SPOSOBNOST APSTRAKTNOG SUMIRANJA

Ova sposobnost se odnosi na apstraktno sumiranje veza medu matematickim objektima,
brojevima i prostornim figurama, kao i na izraCunavanje zasnovano na ovim vezama. Ova
sposobnost se ¢esto testira na IMO na sledeca tri nacina:



(a) Formulisanje matematickog problema iz prakticnog problema. Ovo se ¢esto naziva
matematizacija ili formalizacija prakti¢nih problema. Ovakvih primera ima mnogo.

(b) Sumiranje opsteg pravila da bi se formulisala hipoteza, a onda dokazalo formalno.

(¢) Sumiranje ili generalizacija odredenog problema, uopstenje apstraktnog zakljucka kroz
analizu i sintezu konkretnog problema, i konacno, primena zakljucka na specificni problem
koji se resava.

SPOSOBNOST LOGICKOG REZONOVANJA

Sposobnost logickog rezonovanja je srz matematickih sposobnosti. Obi¢no se manifestuje

kao:

(a) Razumevanje formalnih izraza, kao i veStina nalazenja veza medu formulama,
principima, teoremama i aksiomama u konceptualnom sistemu.

(b) Ovladavanje relevantnim logickim znanjem (kao 4 forme propozicija, dovoljni uslovi
i potrebni uslovi, induktivno i deduktivno rezonovanje, rezonovanje po analogiji,
transformisanje ekvivalencija i neekvivalencija izraza), i takode sposobnost
korektnog rezonovanja.

(c) Savladavanje poznatih matematickih metoda (kao $to su analitiCka metoda, sinteticka
metoda, svodenje na apsurd, matematicka indukcija).

(d) Jasno razmisljanje sa pravilnom prezentacijom; sposobnost misljenja po konciznim
Semama tako S$to se izostavljaju i pojednostavljuju nepotrebne stvari u razmisljanju.
Problemi iz geometrije zahtevaju sposobnost strogog deduktivnog rezonovanja,
konciznog i fleksibilnog. Problemi kombinatorike, grafova i logike ne zahtevaju
veliko znanje u specijalizovanim oblastima ve¢ vrlo solidan “background” u
logickom rezonovanju.

KREATIVNE (SPECIJALNE) MATEMATICKE SPOSOBNOSTI

U kreativne sposobnosti ubrajaju se sledece:
- sposobnost matematicke imaginacije,
- sposobnost matematicke intuicije,
- sposobnost matematickog predvidanja,
- sposobnost matematicke transformacije,
- sposobnost matematicke konstrukcije.

SPOSOBNOST MATEMATICKE IMAGINACIJE

Imaginacija je mentalni proces u kome ljudski mozak procesuira postojecu pojavu i onda
stvara novu. Ona je figurativna, uopsStena, celovita, slobodna i fleksibilna. Kao rezultat, ona je
sposobna da stvara. Matematicka imaginacija je, prema tome, proces u kome neko dobija
(pribavlja) i uposljava figurativne misli u matematickoj saznajnoj aktivnosti. Ona zahteva
neophodno prethodno znanje i sposobnost figurativnog nacina razmisljanja.

Matemati¢ka imaginacija se obi¢no manfestuje na sledeci nacin:

(a) Sofisticiranost u pridruzivanju geometrijskih slika matematickim problemima.
(b) Sposobnost dodavanja pomo¢nih linija u geometrijskim problemima.
[lustrova¢emo ove dve sposobnosti primerima.
Primer za (a).
Nekasu x, y, z realni brojevi, takvidaje 0<x<y<z< % .
Dokazati da vazi:

5+2s1nxcosy+2smycosz>sm2x+s1n2y+s1n2z



Resenje: Nejednakost je ekvivalentna sa:

/2 . .
5+251nxcosy+2s1nycosz>

2sin xcos x + 2sin ycos y + 2sin zcos z

& —+SIn X cOS y + S1n y COS Z >SIn X COS X + Sin ) COS y + SIn z COS Z
T . . .
& —>sin x(cosx —COoS y)+ sin y(cosy —CO0S z)+ sin z cos z.
V4 :
Iz x<y<z< 5 sledi cosx>cosy>cosz.
Oznacimo:

S, =(cosx—cos y)sinx, S, = (cosy —cosz)siny, S, =sinzcosz .Tada vaz:
V4
Z>SI+S2+S3

Vidi sledecu sliku

S; |S2] S,

COSZ COsy COSX

Primer za (b). Za bilo koje pozitivne brojeve a;, a, ..., a,, by, by, ..., b,
vazi:

2 2 2 2 2 2 2 2
Ja? +b7 +JaZ + b2+ Ja? +b] 2\/(a1+a2+~-+an) +(b, +b, +---+b, ).

ResSenje:



Jednakost vazi kada su trouglovi T}, T5, ..., T, sli¢ni.

SPOSOBNOST MATEMATICKE INTUICIJE

Intuicija je direktno razumevanje i unutra$nji pogled u susStinu stvari. Matematicka
intuicija je direktno shvatanje i unutras$nji pogled u sustinu matematickih objekata. Intuicija se
demonstrira kroz:

(a) direktno razumevanje sustine matematickih objekata celovito;

(b) dobijanje jasne slike matematickog problema, njegove strukture i unutradnjih relacija;

(¢) direktno zahvatanje procedure resenja i rezultata problema.

SPOSOBNOST MATEMATICKOG PREDVIDANJA

Predvidanje (hipoteza) se odnosi na verodostojno rezonovanje o nepoznatim stvarima i
njihovim zakonima i pravilnostima baziranim na poznatim Cinjenicama i znanju. Matematicka
hipoteza je verodostojno rezonovanje o nepoznatim vrednostima i njihova veza prema poznatim
matematickim uslovima i teorijama. Prema tome, hipoteza je delimi¢no nau¢na sa velikim
stepenom pretpostavki. Ona se moze postaviti ne samo kroz eksperiment, indukciju, analogiju 1
specijalizaciju, ve¢ i kroz imaginaciju, intuiciju i obratno razmisljanje. Sposobnost matematickog
predvidanja demonstrira se kroz:

(a) pogadanje pristupa dokazima;
(b) pogadanje zakljuCaka tvrdenja, S§to je posebno znaCajno u reSavanju
istrazivackih” problema.

SPOSOBNOST MATEMATICKE TRANSFORMACIJE

Sposobnost matematicke transformacije je sposobnost transformacije od jedne vrste
psiholoskih operacija na drugu, Sto je slicno fleksibilnosti i kreativnosti misljenja do izvesnog
stepena.

(a) Treba biti u stanju da se razbiju ograde uobicajene prakse i da se nadu novi pristupi i
metode, ako problem ne moze da se resi na konvencionalan pristup i nacin.
(b) Treba biti u stanju prebaciti se sa konvencionalnog misljenja na obratno razmisljanje.



Primer za (a).
Ako je zbir nenegativnih realnih brojeva a; a, a; a, as as a; as, as
90, onda postoje Cetiri od ovih devet brojeva ¢ija suma je najmanje 40.
ResSenje:
aj a as ay as dgs az asg Adg
a) as ay ds ags ayz asg dg aj
as ay as dgs ay ag dg aj ar
ay ds ag az ag dg aj a as

Zbir brojeva u svakoj vrsti je 90 . Suma cele tablice je 360 .Postoji kolona u kojoj je zbir

360

brojeva najmanje ry =40

SPOSOBNOST MATEMATICKE KONSTRUKCIJE

Poslednjih godina sve vise se na olimpijadama javljaju problemi koji traze konstruktivne
dokaze. Ovaj tip problema trazi da ucenik precizno razvija matematicke objekte prema zahtevima
problema. Ucenici treba da paZljivo posmatraju, dobro rade eksperimente, budu dobri u
asocijacijama, zamisljaju i ¢vrsto pogadaju, tranformisu fleksibilno i zakljucuju strogo dok
reSavaju ove probleme. Ovi problemi su dobri testovi ucenickih sposobnosti shvatanja i
kreativnosti. Kod reSavanja konkretnih zadataka ova sposobnost se pokazuje na sledeéi nacin:

(a) iz strukturnih karakteristika problema treba formirati matematicki model, kao §to
je funkcija, jednacCina, graf, algoritam da bi se povezali uslovi u zakljucak;

(b) kroz direktno konstruisanje matematickog objekta;

(c) kroz konstruisanje kontraprimera koji zadovoljava uslove u nameri da negiramo
zakljucak



dr Gradimir Vojvodi¢

O TRIGONOMETRIJI

Re¢ trigonometrija je sastavljena od grckih re¢i zprywvouv (trougao) i usrperv
(mera). To pokazuje da se ova oblast matematike u pocetku bavila problemom merenja
trougla. Odnosi izmedu uglova i stranica trougla izrazeni su pomocu trigonometrijskih
funkcija (sinus, kosinus, tangens i kotangens).

Trigonometrijske funkcije su baza za opisivanje mnogih pojava i procesa u
savremenoj nauci i tehnici.

Analiticki zasnovana trigonometrija tokom devetnaestog veka ima Siroku primenu
u mehanici, fizici i tehnici, naroCito u proucavanju oscilatornog kretanja (npr. talasna
kretanja u akustici, optici i elektromagnetici)

Dokazano je da se svako periodicno kretanje moze sa dovoljnom ta¢noS¢u
predstaviti u vidu zbira prostih harmonijskih oscilacija, tj. oscilacija koje se matematicki
izrazavaju formulom y = asin(bx+c),

Znacajnu ulogu u trigonometriji ima broj 7, koji je u matematici poznat vise od
Cetiri hiljade godina. (Inace 7 je iracionalan broj i nije reSenje nijedne algebarske
jednacdine, pa je i transcedentan broj)

Vavilon i Egipat u kojima su hiljadama godina pre nase ere bile proucavane
astronomija 1 astrologija u trgovacke ili religiozne svrhe, bili su osnov za prva
trigonometrijska znanja. Takodje, neki podaci ukazuju na to da su i u drevnoj Indiji i Kini
ta znanja takode bila koriS¢ena.

Vavilonci su uveli Sesdeseti¢ni brojni sistem ,pa je danasnja podela punog kruga
na 360 stepeni, stepena na 60 minuta i minuta na 60 sekundi ostatak vavilonskog uticaja.

U Egiptu, poplave zemljista u slivu reke Nila, nametale su, prema Herodotu,
potrebu dobro razvijenog geometarskog merenja i geometrije. Koliko se ve¢ tada drzalo
do geometrijskih znanja pokazuju ne samo problemi iz "Ahmesove racunice" (oko 1700.
g. pre n.e.), nego i Cinjenica da je bilo uvedeno narocito ¢inovni¢ko zvanje drzavnih
geometara, premeraca zemljista, ili kako su ih Grei nazivali "zatezaci uzeta". Tada se
naime, prav ugao konstruisao zatezanjem uZeta u obliku trougla sa stranama 3, 4, 5.
Pominje se da su Egipcani za odredivanje nagiba pri gradenju piramida ili pri odredivanju
daljine broda na pucini, koristili veli¢inu zvanu seqt, koja je verovatno bila kosinus.

U Antickoj Grékoj sistematizuju se prikupljena znanja i otkrivaju nove ¢injenice i
metode.

Tales iz Mileta (624-548 g. pre n.e.) ziveo je i u Egiptu. Poznato je da je izmerio
visinu piramide po senci. On je to postigao mere¢i senku piramida onda kada je "naSa
senka jednaka nama samima". Znao je da koristi sli¢nost trouglova i mogao je da odredi
udaljenje broda od pristanista Mileta.

Aristarh sa Samosa (270 g. pre n.e.) napisao je delo "O razmerama rastojanja
Zemlje, Sunca i Meseca" u kojem je pokuSao da odredi rastojanja i razmere posmatrajuci
uglove izmedu pravca ka Suncu i ka Mesecu onda kad je osvetljena ta¢no polovina
meseca koriste¢i ¢injenicu da onda Zemlja, Sunce i Mesec ¢ine pravougli trougao.

Heron Aleksandrijski (I vek pre n.e.) u svom delu "O merenju polja", daje i
formule:



ab_ac_bc

h. h h

C b a

Hiparh iz Nikeje (160-125 g. pre n.e.) napisao je delo "O tetivama kruznih
lukova" u 12 knjiga (nisu saCuvane), a u kojem je po prvi put navedena tablica tetiva sa
uputstvima za primenu za reSavanje trougla i date osnove sferne trigonometrije

Klaudije Ptolome;j, koji je Ziveo u Aleksandriji u drugom veku pre n.e., napisao je
astronomski zbornik poznat pod arabljanskim nazivom "Almagest", u 13 knjiga u koji su
usli Hiparhovi rezultati, u kojem je Ptolomej dao svoj metod sracunavanja tetiva.

Grcki uticaj je ojatao nakon Aleksandra Makedonskog, u Indiji $to se ogledalo u
radovima matemati¢ara Aryabhatta (476 g. n.e.) i Brahmagupta (598 g. n.e.), a posle njih
Bhaskara (1114 g. n.e.). Indijski astronomi i matematicari prvi su primetili da umesto
odnosa tetive 1 poluprecnika, koji su koristili gréki matematicari je podesnije koristiti
odnos polutetive i poluprec¢nika. Time je prvi put upotrebljen odnos kojim se ustanovljuje
funkcija sinx. a Evropljani prevode¢i ga na latinski, nazvali sinus, $to znaci ulegnuce,
udubljenje, nabor ili Supljina

Muhamed ibn Musa Alhvarizmi, ¢ija je knjiga «A4ldzabr al-mukabale» dala ime
danaSnjoj algebri, sa Al-Batanom (oko 900 g. n.e.) dao je ponovo preradene tablice
Ptolomeja, isticuc¢i prednost upotrebe sinusa. Spomenimo 1 Al-Biruni (oko 1000 g. n.e.),
a naroCito Abul-Wafa (940 g. n.e.). Veoma su znacajne tablice tangensa Abul Wafe.

=2R

U srednjem veku dolazi do zastoja u razvoju svih nauka . Dug period vremena
pokriven je mrakom inkvizicije. Trigonometrija ne dozivljava bolju sudbinu nego druge
svetovne discipline koje crkva progoni ako joj na sluze. Posle duzeg vremena, vredno
pomena je tek delo Johana Milera. On, oko 1464. pise delo "De triangulis omnimodis",
koje sadrzi reSenja nekih vaznih problema ravne i sferne trigonometrije. Ovo delo bilo je
objavljeno tek posle njegove smrti 1533. godine i bilo je od velikog znacaja za dalji
razvitak trigonometrije. Regiomontanusu se duguje i tablica tangensa. U novom veku,
posle otkrivanja Amerike, nagli razvitak trgovine i industrije dao je pun podstrek novom
razmahu nauke kojom vise ni crkva nije mogla stati na put.Medu matematicarima, ¢ija su
dela znacajna za dalji razvoj trigonometrije, treba pomenuti Njutna (1642-1727), koji je
prvi u delu "De analisy per equationes numero terminorum infinitas" izlozio radove za
sinus 1 kosinus,

Vijeta (1540-1603), je prvi upotrebljavao svih Sest trigonometrijskih funkcija,
Ojler (1707-1783) je uveo danasnje oznake trigonometrijskih funkcija, uspostavio vezu
izmedu trigonometrijskih i eksponencijalnih funkcija uz upotrebu kompleksnih brojeva 1
dao izraze za sve trigonometrijske funkcije u obliku redova.

Leonald Ojler je koristio analiticki pristup za trigonometrijske funkcije , ne vezujuci ih
nuzno za trigonometrijsku kruznicu. Njihov argument shvata uopsteno kao realan broj, a
ne iskljucivo kao ugao ili luk

Zasluge za razvoj sferne trigonometrije ima na$ matematiCar Ruder Boskovi¢
(1711-1787), takode i astronom, fizicar i filozof.

Posebnu vaznost u sve §iroj primeni trigonometrijskih funkcija dali su redovi
Furijea (1768-1830). Furije je trigonometrijskim polinomima i redovima prikazivao
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druge funkcije §to u modernoj matematici, kako teorijskoj tako i u primenjenoj, ima
ogroman znacaj.

O LOGARITMIMA I EKSPONENCIJALNIM FUNKCIJAMA

Iz potreba nauke , narocito astronomije , dolazi do otri¢a logaritma. Iz prakti¢nih
merenja dobijani su viSecifreni brojevi sa kojima je racunanje bilo tesko .

Najstarije ideje logaritma mogu se naci kod velikog grékog matematicara
Arhimeda (287-212 p.n.e.), koji je uocio vezu izmedju ¢lanova aritmetickog niza i
geometrijskog niza za q=2

—_—

21314 |5 |6
11214]8]16]32]64

Da bi izracunali proizvod 4 .8 , dovoljno je sabrati brojeve 2 i 3 iz gornjeg niza , tj
2+3=5 ,iispred broja 5 procitati njegov odgovarajuci broj (32).

U XV veku doslo se na ideju da se mnozenje svede na sabiranje a deljenje na
oduzimanje.

Johan Verner (Johan Werner 1468-1522) nemacki astronom i matematicar dolazi
do jedne metode koja je nazvana prostaferesis . On proizvod trigonometrijskih funkcija
pretvara u zbir.

Tim metodom sluzio se i1 danski astronom Tiho Brahe (Tycho Brahe 1546- 1601).,
u svojim ra¢unima.

Nikola Sike (Nicolaus Chugnet) lekar iz Lina je mnoZenje stepena istih osnova
sveo na sabiranje eksponenata . Mihael Stifel (Michael Stiefel) upotrebio je i negativne
eksponente .

Sa otkricem decimalnih brojeva (oko 1600. god) dolazi do novih saznanja o
logaritmima. Tu je doprinos dao Skotski matemati¢ar Dzon Neper (John Napier of
Marchiston 1550- 1617) . Od njega potice naziv logaritam . Ova re€ je nastala od grckih
reci logos(odnos) aritmos(broj).

Neper je sastavio i prve logaritamske tablice koje su izasle 1614. godine. SloZena
trigonometrijska izraCunavanja su znatno uproséena.

Osnova Neperove metode je u konstrukceiji dva niza, od kojih je prvi geometrijski,
a drugi aritmeticki, a konstruisani su tako da c¢lanovi drugog niza budu logaritmi
odgovarajucih ¢lanova prvog.

O pojmu logaritma znao je i Svajcarac Jost Birgi (Jost Biirgi 1552-1632), i
postupao slicno Neperu.

Merkator (Mercator Nikolaus Kauffman 1619-1687) je definisao In x putem
integrala.

Znacajno mesto u nalazenju logaritma imao je engleski matemati¢ar Henri Brigs
(Henry Briggs 1556-1630)

U XVIII veku posebno mesto pripada Svajcarskom matemati¢aru Ojleru (Euler ,
1707-1783). QOjler je godine 1748. objavio :”Uvod u infinitezimalnu analizu“ , u kojoj
proucava funkcije , a narocito logaritamske i eksponencijalne , a bavi se 1 razvijanjem u
redove i beskonacnim proizvodima.

Ojler dolazi do formule
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ix L.
€ =cosx +isinx

Interesantno je da se u periodu XVIII 1 XIX vek logaritmi izraCunavaju sa velikim
brojem decimala . Nemacki matemati¢ar Karl Fridrih Gaus smatra da je manje znacajan
broj decimala , a da je znatno vaznija procena granice tacnosti izracunatog algoritma i pri
racunanju odredjuje granicu ta¢nosti.

O MATEMATICKOJ LOGICI

Ideja da je matematika deduktivna nauka pocinje sa Talesom iz Mileta (624-545
p.n.e) . Prvu sistematizaciju znanja o logici dao je Aristotel (384-322 p.n.e)

Svakako , treba spomenuti i paradokse Epimenide (oko 600 p.n.e) i paradoks
Zenona . Matematicka logika zvani¢no se pominje u publikaciji iz 1847 Dzordz Bula
(1815 1864) . Matematicka analiza logike . Spomenimo De Morgana i njegove
tautologije iz 1860. god. , kao 1 knjigu DZevonsa “Osnovne lekcije iz logike” . Dijagrami
Venea objavljeni su 1881. god. Takodje, poznata je 1 knjiga Luisa Kerola iz 1886. god.
Krajem 19 veka Sreder uvodi algoritme u Logiku. Naslednici Sredera pocetkom 20. veka
bili su Lovenhajm i Skolem . Spomenimo jo§ Hilberta , zatim Rasela i Vajtheda (i
njihovu knjigu “Principi Matematike” 1910-1913) kao 1 Fregea.

Ne smemo zaboraviti najvece ime 20 veka Kurt Gedela ¢iji su rezultati izmenili
pogled na matematiku.

O PRIMENI GEOMETRIJE ZA RESAVANJE KVADRATNE JEDNACINE

Istorijski gledano geometrijske metode za reSavanje kvadratnih jednacina pojavile su se
prve . One su interesantne uceniku jer povezuju razlicite oblasti matematike . Za njih su
znali Vavilonci (oko 1500 godina p.n.e.).

Takodje ,poznavali su ih i anticki Grei . Kako Grei nisu znali za negativne brojeve to su
oni reSavali razne probleme koji se svode na kvadratne jednacCine, a koje su imale bar
jedno pozitivno reSenje. Tako Euklid u svojim “Elementima “ (300 p.n.e.) reSava
jednacine oblika

(H)x*+px=q (@) x’+q=px  ()x’=px+q

Gde su p,q pozitivni brojevi. Te metode bile su poznate i Arapskim matematicarima .

Tako Alhvarizmi reSava slede¢i zadatak : “ Nadji broj ¢iji kvadrat , uvecan za svoju
desetostruku vrednost daje broj 39 “ (x*+ 10 x = 39) Takodje , italijanski matematicar
Kardano (XVI vek) redava jedna¢inu x°+px =q

Poznato je i reSenje Marina Getaldi¢a ( XVII vek) . On resava jednacinu x>+ px=q°
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Dr Zagorka Lozanov-Crvenkovi¢
KAKO JE STATISTIKA UNELA REVOLUCIJU U NAUKU
DVADESETOG VEKA

Da li postoji razlika u ukusu ¢aja sa mlekom ako se prvo sipa ¢aj ili mleko i kako
je to uticalo na razvitak planiranja eksperimenta?

Sta je Napoleon zamerio Laplasu?

Koja je veza izmedu K. Pirsona i K. Marksa?

Koje su razlike izmedu K. Pirsona i R.A Fisera?

Kako je Ginisova pivara pomogla razvitak statistike?

Da li je probit analiza nastala u Staljinovoj Rusiji?

Ko je Mocart, a ko Pikaso matematike?

VVVVVY 'V

Nauka je usla u devetnaesti vek sa ¢vrstom filozofskom vizijom koja bi se mogla
nazvati ,,clocwork universe*. Naucnici su smatrali da se pomocu malog broja
matemati¢kih formula kao $to su Njutnovi zakoni kretanja i Bojlovi zakoni o gasovima,
moze opisati realnost 1 predvideti budu¢i dogadaji. Sve Sto je bilo potrebno za
predvidanje bio je kompletan skup takvih formula i za njih vezana merenja koja su
dobijena sa dovoljnom preciznos¢u. Medutim, obi¢nim ljudima je bilo potrebno vise od
cetrdeset godina da prihvate takav pogled na svet.

Tipican primer za ovaj raskorak je razgovor izmedu Napoleona i P.S. Laplasa.
Laplas je napisao veliko delo u kome je opisao kako da se izra¢unaju buduci polozaju
planeta na osnovu posmatranja sa Zemlje. Prica se da mu je Napoleon kazao: “Ne vidim
da spominjete Boga u svom radu gospodine Laplas®, na §ta je Laplas odgovorio: ,,Ta
pretpostavka mi nije bila potrebna.*.

Medutim, dokaz ovog novog nau¢nog stava se pojavio 1840. godine, kada su
Njutnovi zakoni iskoriS¢eni da se predvidi postojanje planete Neptun, i kada je ona
pronadena tamo gde su proracuni i predvideli. Sav otpor novom videnju sveta se srusio.

Medutim, iako Laplasu nije bio potreban Bog u njegovim izraCunavanjima, njemu
je ipak bilo potrebno nesto Sto je nazivao ,,funkcija greske* — error function. Posmatranja
planeta i kometa nisu se u potpunosti slagala sa predvidenim polozajima. Laplas i
njegove kolege su te greske pripisali greSkama u posmatranjima, nekad zbog promena u
atmosferi, nekad zbog ljudske greske. Sve ove greske skupili su u poseban deo -
,»funkciju greske* koju su dodali svojim matematickim modelima. Smatrali su, da ¢e se
ova greSka smanjivati kako instrumenti budu bili precizniji. Ali, krajem devetnaestog
veka greske su se nagomilavala, umesto da se smanjuju. Pokus$aji da se otkriju zakoni u
biologiji nisu uspeli. U fizici 1 hemiji, pokazalo se da su Njutnovi zakoni samo grube
aproksimacije. Malo po malo nauka je pocela da koristi novi, statisticki model stvarnosti.
Do kraja dvadesetog veka skoro sve nauke su pocele da koriste statisticke modele.

Obi¢ni ljudi su opet kasnili u prihvatanju ove naucne revolucije. Pojmovi kao
korelacija, rizik, Sansa, su se pojavile u svakodnevnom govoru, i ve¢ina ljudi je svesna
neodredenosti koja se pojavljuje u naukama kao Sto su medicina ili ekonomija, ali mali
broj ne naucnika je bio u mogucénosti da shvati ovaj duboki pomak u filozofskom
shvatanju realnosti.

Jedan od razloga zasto je to tako je to Sto sam koncept a ni teorija verovatnoce
nije tada bio dovoljno razvijen. Uprkos tome, pojam statisticke raspodele se ve¢ pokazao

13



korisnim.

Karl Pearson. Kao i u drugim revolucijama vezanim za ljudsku misao,
teSko je odrediti tacan momenat kada je ideja statistickog modela postala deo nauke.
Neki primeri se mogu na¢i u radovima nemackih i1 engleskih nau¢nika u ranom
devetnaestom veku, a neki nagovestaji postoje i u radovima Johana Keplera. Pocetak
statisticke revolucije mozemo povezati sa radom Karla Pearsona 1890-tim. Charles
Darwin je ukazao na bioloske varijacije kao osnovu zivota, i na njima zasnovao svoju
teoriju o opstanku vrsta. Ali njegov kolega, Karl Pearson je prvi ukazao na statisticku
prirodu koja lezi u osnovi ovog problema, i koja nudi nesto razli¢ito od deterministickog
stanovista nauke devetnaestog veka.

K. Pearson je bio pod uticajem drugog engleskog naucnika, Sir Fransis Galtona.
Za vecinu ljudi, Galton je poznat kao ,,pronalazac” otisaka prstiju, odnosno metoda kako
da se oni klasifikuju i1 indentifikuju. Veoma bogat, on je bio amater naucnik, koji je
pokusavao da u biologiju unese matematicku strogost. Jedno od njegovih prvih
istrazivanja odnosilo se na naslednost osobine genijalnosti. Prikupljao je podatke o
parovima sinova i o¢eva koji su bili poznati po visokoj inteligenciji. Medutim, problem
se pokazao veoma komplikovanim, izmedu ostalog jer u to vreme nije postojala dobra
mera inetligencije. Zato je poceo proucavanje naslednih osobina koje su se mogle lakse
meriti, kao $to je visina. Otkrio je pojavu koju je nazvao “regresija prema srednjem”, a
ona nije vezana samo za ljusku vrstu. Ona se pojavljije u skoro svim naucnim
posmatranjima. Galton je uveo meru povezanosti, koeficijent korelacije, i dao
formulu za izraCunavanje, a pojam korelacija se odomacio u svakodnevnom govoru,
Cesto da oznaci nesto mnogo neodredenije nego $to je Galtonov koeficijent. Sa svojom
formulom za korelaciju, Galton se priblizio novoj, revolucionarnoj ideji koja ¢e
promeniti nauku u dvadesetom veku, ali je ovu ideju prvi putpuno formulisao njegov
ucenik, K. Pearson.

Pirsonova ideja je da na rezultate eksperimenta ne treba gledati kao na brojeve
same po sebi, ve¢ kao primere rasipanja brojeva, bolje receno raspodele brojeva. Ova
raspodela brojeva se moZe napisati kao matematicko formula pomocu koje se moze
odrediti verovatnoca da ¢e posmatrani broj biti izmeren kao unapred zadati broj. Koju ¢e
vrednost imati merenje u pojedinacnom eksperimentu se ne moze u napred odrediti.
Mozemo samo govoriti o verovatno¢ama pojedinih vrednosti. Rezultati pojedinih
eksperimenata su slu¢ajni, u smislu da se ne mogu predvideti. Statisti¢ki model raspodele
moze, medutim, omoguciti da se opiSe matematic¢ka priroda ove slucajnost.

Bilo je potrebno vreme da naucnici prihvate sluc¢ajnost koja je svojstvena
merenjima. Neodredenost ne nastaje zbog nepreciznosti merenja, ona je svojstvena
prirodi. U pocetku su se odstupanja smestala u posebni deo, gresku pri merenju. Tako je
u svojim radovima Laplas opisao prvu raspodelu verovatnoca, raspodelu greske. Ova
raspodela je u svakodnevni govor usla kao “zvonasta kriva” ili normalna raspodela’.

Pearson je otiSao i korak dalje, shvatajuc¢i sama merenja, a ne njihove greske kao
nesto $to ima raspodelu vrerovatno¢a. Sto god da merimo, je deo sludajnog rasipanja

" Ova raspodela sa naziva i Gausova raspodela, u ¢ast onoga za koga se veruje da ju je prvi formulisao, iako
je to pre Gausa uradio Abraham de Moivre. Postoje i razlozi zbog kojih se moze verovati da je ovu formulu
koristio i Daniel Bernouli i pre toga. Sve ovo je primer onoga $to Stephen Stigler, istori¢ar nauke, naziva
zakon mizonomije, da nista u matematici nije nazvano po osobi koja ga je otkrila.
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(random scatter), €ije se verovatnoce opisuju funkcijama raspodele. On je otkrio familiju
raspodela koje je nazvao “skew distribution” i to bi moralo, po njegovom ubedenju da
opiSe svaki tip rasipanja koje se dobija iz podataka. Svaka od raspodela u njegovoj
familiji je bila opisana za Cetiri broja. Ovi brojevi koji opisuju pojedinacne raspodele nisu
bili “brojevi” iste vrste kao merenja. Ovi brojevi se nikad ne mogu posmatrati, ali se o
njima mogu izvesti zakljucci iz nacina na koji se merenja rasipaju. Ovi brojevi su kasnije
nazvani parametri. To su:

srednja vrednost — centralna vrednost oko koje se merenja rasipaju,

standardna devijacija — koliko se merenja rasipaju oko srednje vrednosti,

simetrija — koliko se merenja “gomilaju” sa jedne stranu srednje vrednosti,
kurtosis — koliko retko se merena rasipaju oko srednje vrednosti.

Pearson je u kasnim tridesetim preuzeo Galtonovu laboratoriju i rukovodio
legijama mladih Zena, koje su nazivane kalkulatori, da izraCunavaju parametre raspodela
za podatke koje je Galton prikupio u svojim merenjima. Na pocetku novog veka Galton,
Pearson i1 Raphael Weldon udruzili su snage i osnovali novi ¢asopis koji ¢e primenjivati
Pearsonove ideje na bioloske podatke. Jedan od ciljeva koji su sebi postavili je da dokazu
teoriju Charles Darwina o poreklu vrsta. Nazvali su ga Biometrika. Galton je iskoristio
svoje bogatstvo da osnuje zaduzbinu (trust fund) koja ¢e finansirati ovaj Casopis.
Stampan je na visoko kvalitetnom papiru, sa fotografijama u boji, a i najkomplikovanije
matematiCke formule su Stampane, bez obzira na cenu. Slede¢ih dvadeset pet godina
Biometrika je donosila podatke od korespodenata koji su rasuti po celom svetu slali
svoja merenja raznih zivotinjskih vrsta. Za ove podatke, Pearson i njegovi kalkulatori su
izraCunavali Cetiri parametra raspodele. Graficki su predstavljane raspodele koje su se
najbolje slagale sa podacima i komentarisane su razlike podataka od nekih sli¢nih
podataka. Medu ovakvim c¢lancima, u Casopisu su se pojavljivali i oni koji su u sebi
ukljucivali i matematicki pristup problemima, medu njima je bio objavljen 1908. godine 1
rad nepoznatog autora koji je pisao pod pseudonimom Student. Galton je umro 1911.
godina, Weldon je pre toga poginuo u nesre¢i na skijanju, pa je Pearson ostao jedini
urednik Biometrike i sam je raspolagao zaduzbinskim novcem. Sledecih dvadeset godina
Biometrika je postala Pearsonov privatan Casopis, u kome je Stampano samo ono §to je
Pearson smatrao vaznim.

William Sealy Gosset. Stara 1 poStovana firma, Ginisova pivara,
Guinness Brewing Company iz Dablina, pocetkom dvadesetog veka je pocela da investira
u nauku. Mladi Lord Guinness je, naslediv§i preduzeée, odlucio da uvede moderne
nau¢ne metode u proizvodnji zaposSljavajuéi mlade, uspesnog diplomce hemije iz
Oxforda i Cambridgea. 1899. godine je zaposlio William Sealy Gosseta, koji je sa
dvadeset dve godine diplomirao hemiju i matematiku na Oxfordu. U svom prvom
objavljenim radu, 1904. godine, Gosset iznosi matematicko reSenje problema koji je
vezan za proizvodnju piva. Kada se smesa sprema za fermentaciju, dodaje joj se pazljivo
merena koli¢ina kvasca. Kvasac je ¢uvan u posudama punim te¢nosti pre dodavanja u
smesu, 1 radnici su morali da izmere koliko kvasca ima u kojoj posudi, da bi znali koliko
teCnosti da sipaju u posudu. Iz posude su uzimali uzorke i pod mikroskopom brojali
¢elije kvasca. Vazno je bilo znati tacnost takvih merenja, jer je koli¢ina kvasca morala
biti strogo kontrolisana. Suvise malo kvasca nije izazivalo fermentaciju, a suvise mnogo
je davalo gorko pivo.

Ovo se poklapalo sa Pearsonovim pristupom nauci. Merenja su bila broj ¢éelija

VVVYY
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kvasca u uzorku, ali ,,stvar” koju su pokusavali odrediti je bila koncentracija kvasca u
posudi. Kako su u pitanju zivi organizmi, ¢elije koje se stalno razmnozavaju, ta ,,stvar
koju su merili nije stvarno postojala. Ono S$to je postojalo je raspodela broja celija u
jedinici zapremine. Gosset je ispitujuci podatke, zakljucio da se broj ¢elija kvasca moze
modelirati pomoéu Poissonove® raspodele. Pomoéu toga je bio u moguénosti da uvede
nove metode merenja koje su na osnovu uzorka davale tacnije podatke o koncentraciji
¢elije kvasca u posudama, Sto je omogucilo pivari da proizvede pivo postojanijeg
kvaliteta.

Gosset je zeleo da objavi rezultat u odgovaraju¢em Casopisu. Medutim, politika
kompanije Guinness je zabranjivala publikacije svojih zaposlenih, jer je nekoliko godina
ranije jedan od zaposlenih u pivari objavio rad u kome je otkrio tajne komponente jednog
od procesa vrenja. Gosset se sprijateljio sa Pearsonom, koji je tada bio urednik
Biometrike, a Pearson je bio impresioniran Gossetovim matematickim sposobnostima.
1906. godine Gosset je otiSao na jednogodi$nje usavrSavanje u Pearsonovu Biometrijsku
laboratoriju. Zele¢i da objavi Gossetov rezultat, Pearson ga je objavio pod pseudonimom
Student
Ronald Aylmer Fisher. Ronald Aylmer Fisher je roden 1890. godine. Vrlo rano se
zainteresovao za matematiku i astronomiju. Kako zbog slabog vida nije smeo da koristi
elektricno svetlo, njegov tutor iz matematike je uvece radio sa njime bez pomo¢i papira i
olovke. Zahvaljuju¢i tome, Fisher je razvio geometrijsko shvatanje. U buduénosti,
njegovo neuobicajene geometrijske sposobnosti ¢e mu pomo¢i da resi teske probleme u
matematici 1 statistici. Studije u Camebridgeu je poceo 1909. godine a prestiznu titulu
wrangler je stekao 1912. godine. Jo§ kao student publikovao je prvi nau¢ni rad u kome
su komplikovane iterativne formule izrazavaju u terminima viSedimenzionalnog prostore.
Kao diplomirani student jednu godinu je proveo proucavajudi statistiCku mehaniku i
kvantnu teoriju, u kojima su se ve¢ primenjivale metode statistickih distribucija.

Postoje filozofske razlike izmedu Pearsonovog 1 Fisherovog pristupa
raspodelama. Karl Pearson je smatro da statsiticke raspodele opisuju stvarne skupove
podataka, koje je analizirao Za njega je raspodela merenje bila stvarna, smatrao je da
postoji velika, ali kona¢na kolekcija merenja za datu vrednost. Idealno, nau¢nik bi mogao
da prikupi sva merenja i odredi parametre raspodele. Ako nije u mogucnosti da prikupi
sve podatke, uzimao bi veliki uzorak. Pararmetri odredeni na osnovu velikog,
reprezentativnog uzorka bi bili isti kao 1 parametri cele populacije, bez velike greske.

Prema Fisheru, raspodela je apstraktna matematicka formula, a prikupljeni podaci
se mogu korititi samo da se ocene parametri takve raspodele. Merenja su bila slucajni
izbor iz skupa svih moguéih merenja. Ocene, dobijene na ovakvom slucajnom izboru su
slucajne 1 imaju svoju raspodelu. Tridesetih godina dvadesetog veka je izgledalo da je
Fisherov stav pobedio. Sedamdesetih Pearsonov pogled je ponovo prihvacen. I danas su
statisticari podeljeni oko ovog pitanja.

Fisher je, da bi razlikovao ocene od parametara raspodele uveo pojam “statistika”
Kako sve ocene sadrze greske, FiSer je predlozio analize koje ¢e minimizirazi stepen
takvih greSaka i dati ocene bize stvarnim vrednostima nego bilo koja druga analiza.
Kako je statistika slucajna promenljiva, nema smisla govoriti koliko je ta¢na jedna njena
vrednost, odnosno nema smisla govoriti koliko je tacno jedno merenje. Ono §to je

? Poissonova raspodela je jo§ jedan primer mizonomije, jer ju je, iako je nazvana po Simeon Denis
Poissonu, pre njega opisao jedan od Bernulija
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potrebno je kriterijum koji zavisi od raspodele verovatnoca statistike. FiSer je predlozio
nekoliko kriterijuma: konzistentnost (Sto je vise podataka, veca je verovatnoca da je ¢e
dobijen vrednost statistike biti blizu stvarne vrednosti parametra), nepristrasnost (ako se
statistika primeni na vise skupova podataka, srednja vrednost dobijenih vrednosti je
bliska stvarnoj vrednosti), efikasnost (ve¢ina od velikog broja podataka je blizu stvarne
vrednosti parametra.). Kasnije je predlozio jo§ neke kriterijume, a statistiCari posle
Fishera su uveli i druge kriterijume. Da bi dobio konzistentne i efikasne ocene, Fisher je
uveo pojam ocene maksimalne verodostojnosti. Pokazao je da su takve ocene uvek
konzistentne a da su za regularne familije najefikasnije, dok se pristrasnost moze otkloniti
kod takvih statistika.

Uveo je veliki broj testova znacajnosti koji su danas u upotrebi, a verovatnocu

koja vodi zakljucku da su razlike znacajne nazvao je p — vrednost. Veliki deo knjiga
Statistical Methods for Research Workers je posveéen pokazivanju kako da se izracuna
p-vrednost.
Mocart matematike. Fisher nije bio jedini genij kada je u pitanju razvoj statsitickih
metoda u dvadesetom veku. Andrej Nikolajevic Kolmogorov, trinaest godina mladi od
Fishera je ima ogroman uticaj na razvoj teorije verovatnoce i matematicke statistike.
Roden je 1903. godine u juznoj Rusiji. S pet godina otkrio je da je suma prvih k neparnih
brojeva jednaka kvadratu od k, a ovaj rezultat je objavljen u Casopisu lokalne Skole, u
kome su objavljeni i1 drugi njegovi rezultati, kao na primer: Na koliko nacina je moguce
zaSiti dugme sa Cetiri rupe?

U cetrnaestoj, Kolmogorov je iz enciklopedija nauc¢io viSu matematiku, dajuci
dokaze koji su nedostajali. U srednjoj Skoli izludivao je profesora fizike, praveéi niz
perpetum mobile masSina, u kojima profesor nije mogao da nade gresku (koju je
Kolmogorov pazljivo sakrio) . Pre roka je zavrSio srednju skolu i sa sedamnaest godina
u Moskvi se upisao na Univerzitet. Na poslediplomskim studijama iz matematike bilo je
14 predmeta, a zavrsni ispit se sastojao od originalnog rada iz jednog od predmeta po
izboru. Malo koji student je davao vise od jednog rada. Kolmogorov je dao originalne
rezultate iz svih 14 predmeta.

Kolmogorov je jedan od najve¢ih matematicara dvadesetog veka, koji je dao
veliki broj originalnih rezultata u raznim oblastima nauke, a pri tome je, za dokazivanje
pronalazio sasvim originalne metode i tehnike. LakSe je navesti oblasti matematike,
fizike, biologije i1 filozofije u kojima Kolmogorov nije dao imao velik uticaj, nego
navesti spisak oblasti u kojima je ostavio traga. Mora se takode istaéi njegov pozrtvovan
rad sa mladima.

Za statistiku su najvaznija njegova resenje dva problema:
1. Matematic¢ko zasnivanje teorije verovatnoce;
2. Rad na problemima koji ukljucuju zavisne podatke, odnosno na slucajnim
procesima.

Medutim, Kolmogorov se suocio sa problemom, a to je:

Sta znaci verovatnoéa u stvarnom Zivotu?
Pronalazenje odgovora na ovo pitanje je obi¢no vezano za davanje realnog smisla
Kolmogorovljevom apstraktnom prostoru verovatnoce. Sam Komlogorov je izabrao
drugaciji pristup. Kombinuju¢i ideje iz zakona termodinamike, ranih radova K. Pearsona,
radove vezane za teoriju informacija, rezultate o zakonima velikih brojeva P.Levija , dao
je novi pristup teoriji verovatnoce, vezan za kompleksnost algoritama, ali ovaj rad nije
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stigao da zavrsi, a niko drugi nije uspeo da nastavi njegov rad.

Pikaso statistike. John Tukey je roden 1915. godine. ZavrSio je studije hemije.
Nastavio je posledipolomske studije na Prinstonu, gde je doktorirao 1939. Privi radovi su
mu bili iz topologije, gde je njegov najvazniji doprinos poznat kao Takijeva lema.
Samuel S. Wilks ga je regrutovao za rad u statistici.

Tokom drugog svetskog rata, Tukey je radio u Fire Control Research Office na
prakti¢nim problemima. Ovo iskustvo mu je kasnije koristilo u statistickim istrazivanjima
i navelo ga da ceni prakti¢ne probleme. Poznat je njegov aforizam: Bolje je dati priblizan
odgovor na ispravno pitanje nego tacan odgovor na pogresno pitanje.Kao Sto Pikasov
rad zadivljuje svojom raznovrsnos¢u - monohromatske slike, kubizam, oblici klasicizma,
keramika, gde u svakoj ovoj oblasti uvodi revolucionarne izmene, sli¢no impresionira
raznovrsnost Tukeyvih doprinosa matematici.Bavio se sluCajnim procesima, gde je
pronasao kompjuterske tehnike za analiziranje dugih nizova korelisanih podataka,
poznate kao Fast Fourier transform. U statistici uveo je exploratoty data analysis, box &
whiskers i seam & leaf dijagrame. Uveo je reci bit i sofitware. Takode, sem vremenskih
serija, bavio se lineranim modelima, generalisao je neke Fisherove rane radove, robusnim
metodama. Gde god je ostavio svoj trag, statistika vise nije bila ista.
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O geometrijskim konstrukcijama koje se izvrSavaju
ograni¢enim sredstvima

Nije uopste potrebno ponovo govoriti o doprinosu matematicara anticke Gré¢ke— posebno
onih iz helenistickog perioda-razvoju geometrijske misli. Suvisno bi ovde bilo nabrajati
koliko su geometriji doprineli Euklid, Apolonije ili Arhimed. Geometrija je jedna od
najstarijih matematickih disciplina i jedna od najstarijih nauka uopste.

Od antike su kao izazov za koriS¢emje i produbljivanje geometrijskih znanja bili
koris¢eni razni konstruktivni problemi. I danas oni imaju svoje istaknuto mesto u nastavi
matematike, kako u osnovnim, tako i u srednjim Skolama. Nastavnici koji predaju druge
predmete Cesto su prilici da pozale §to nemaju na raspolaganju nacin rada kakav
matematici pruzaju konstruktivni problemi: razvijaju strogost u rezonovanju, teraju na
ispunjenje formalizma, razvijaju algoritmi¢an nacin razmi$ljanja, podsticu mastu,
klasifikuju ideje. Nadasve, uc¢enicima koji imaju imalo sklonosti za matematiku pruzaju
neizmerno zadovoljstvo. Medutim, velika je odgovornost nastavnika koji koriste ovaj
nacin rada, kako u izboru problema, tako i u moderiranju ovakvog nacina rada, u
podsticanju zdravog takmicenja, u spreCavanju apatije usled nedostatka ideja putem
doziranog navodenja do spre¢avanja nezdrave trke podsticanjem saradnje.

Standardna sredstva za izvodenje geometrijskih konstrukcija su lenjir i Sestar, takode jos
od antike. Medutim, i lenjira i Sestara ima raznih. U principu, lenjir sluzi samo za
povlacenje prave spajanjem dveju tacaka. Medutim, postoje i lenjiri sa podelom koji
sluze interpretaciji metrickih problema, lenjiri sa dvema paralelnim ivicama koji sluze
povlagenju paralelnih pravih, trouglovi koji sluZe crtanju uglova od 30°,45°,60°. Sestari

takode mogu biti razli¢iti. U Euklidovo vreme, smatralo se da Sestar kolabira ¢im se
makar jedna njegova nozica podigne sa hartije. Kasnije se kao nova vrsta pribora pojavio
«zardali Sestarn—Sestar sa fiksnim otvorom. Tek kasnije se pojavio Sestar sa
prilagodljivim otvorom. Obi¢no se smatra da su i stari Grei izvodili sve svoje
konstrukcije pomocu lenjira i Sestara. Oni su, zapravo, koristili i mnoge druge pribore, ali
su najviSe cenili one konstrukcije koje su izvedene pomocu ova dva. Kasnije se
ispostavilo da svaka konstrukcija koja moze da se izvede pomocu lenjira i kolabirajuceg
Sestara moze da se izvede i pomocu lenjira i Sestara sa prilagodljivim otvorom.

Dakle, lenjir i Sestar u geometrijskoj konstrukciji nemaju prvenstveno karakter tehnickog,
nego u prvom redu logickog sredstva.

Jos u XVII veku postalo je, doduse veoma ogranic¢eno, poznato da se svaka geometrijska
konstrukcija koja se moze izvesti lenjirom i Sestarom moze izvesti i samo Sestarom. Ova
¢injenica je postala Sire poznata u XIX veku, pod nazivom Mor-Maskeronijeva teorema.
U isto vreme, Ponsle je izneo pretpostavku, a Jakob Stajner dokazao da se svaka
konstrukcija koja se moze izvesti lenjirom i Sestarom moze izvesti i samo lenjirom, pod
uslovom da je data kruznica i njen centar (teorema Ponsle-Stajnera). Obe ove teoreme se
dokazuju na sli¢an nacin. Sastavi se spisak elementarnih konstrukcija pomocu kojih se
izvode sve ostale i pokaze se da se one mogu, na neki nacin, izvesti bilo lenjirom, bilo
Sestarom.
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Konstrukcija ograni¢enim sredstvima je konstrukcija bilo samo lenjirom, bilo samo
Sestarom. Ovde ¢emo pokazati kakvo je logiCko sredstvo lenjir 1 dati odreden broj
konstruktivnih problema koji se reSavaju lenjirom, podesna su i za decu Skolskog
uzrasta, za dodatnu nastavu.
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