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Pojam funkcije je fundamentalan u matematici. Re¢ funkcija generalno izrazava
ideju da poznavanje jedne Cinjenice daje nam informaciju o drugoj. Na primer, brz-
ina automobila je funkcija ja¢ine motora, temperatura je funkcija godisnjeg doba.

U matematici se pojam funkcija koristi za predstavljanje zavisnosti jedne velicine
od druge. Funkcija je pravilo po kome uzimamo neke brojeve kao ulazne velic¢ine i
svakom od njih pridodeljujemo odredjen izlazni broj.

Definicija. Neka su X i Y dva neprazna skupa. Pridruzivanje (korespondencija,
pravilo) f koje svakom elementu x € X dodeljuje taéno jedan element f(x) skupa
Y zove se preslikavanje skupa X u skup Y.

Ako su skupovi X i Y skupovi realnih brojeva R, tada govorimo o realnoj
funkciji realne promenljive.
Nacin zadavanja funkcije

1) TABELARNO: U eksperimentalnim naukama funkcija se zadaje pomocu
tabele vrednosti. Na primer, slede¢a tabela moze predstavljati maksimalne dnevne
temperature u Srbiji od 4-10. decembra 2008. godine:

Datum (dan) | 4 5 6 7 8 9 10
Temper. | 8°C 10°C 9°C 9°C 6°C 5°C 5°C

Mada ne postoji formula za temperaturu, ipak je zadovoljen osnovni uslov po
kome se funkcija zadaje: svakom ulaznom podatku (datum) odgovara jedan izlazni
podatak (temperatura). Podaci iz tabele mogu se na razne nacine prikazati graficki.
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Sledeca tabela prikazuje rast svetske populacije tokom vremena. Dat je broj u
milionima ljudi:
70,000BCc  10,000BC 9,000BC 8,000BC  7,000BC  6,000BC  5,000BC

< 1 1 3 5 7 10 15
4,000Bc  3,000BC 2,000BC 1,000BC 500BC 1AD 1,000AD
20 25 35 50 100 200 310

1750 1800 1850BC 1900 1950 1999 2008
791 978 1,262 1,650 2,521 5,978 6,707
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2) GRAFICKI prikaz funkcija u nekim sluéajevima je sasvim prirodan. Na
primer, elektrokardiogram (EKG) predstavlja grafik funkcije srca (elektri¢ne ak-
tivnosti srca u funkceiji vremena) sa koje lekar jednostavno uocava da li je srce zdravo
i radi normalno ili ima smetnji u radu. Mozda bi se i mogla konstruisati formula
koja bi aproksimirala funkciju EKG-a ali u ovom slucaju to je nepotrebno. Lekar
daleko jednostavnije prati grafik nego Sto bi to mogao na osnovu matematickog
izraza.
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3) Ipak, kad kazemo funkcija, mi mnogo ¢es¢e podrazumevamo funkciju koja je
zadata ANALITICKI, pomocu izraza ili formule:

y = f(z)

Zavisno promenljiva y (izlazni podatak) zadata je kao analitic¢ki izraz u kome se
kao argumenti javljaju nezavisno promenljiva = (ulazni podatak), brojne konstante
i odredjene operacije:

3
1
fl@) =w+1, gla) = 22° =5, ha) = =, t(z) = 2sinz +5.

Na ovaj nacin funkcija je zadata matematicki najpreciznije ali njene osobine nisu
tako ocigledne kao iz tabele ili sa grafika. Potrebno je sprovesti ispitivanje funkcije
koje ¢e dovesti do mogucnosti da se funkcija prikaze i graficki pomoc¢u grafika.

Primer: Analizirati grafike funkcija prikazane na slici podrazumevajuéi da je
prikazana zavisnost predjenog puta s od vremena t:
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Primer: Dati moguce obrazlozenje slede¢ih grafika funkcija podrazumevajuéi da

je prikazana zavisnost brzine v od vremena t:
v A Y v

ava

t t

t

Uociti na prethodnim graficima delove gde funkcija raste i gde opada.



Primer: Broj stanovnika grada P (u hiljadama) je funkcija vremena ¢ koje je
izrazeno brojem godina posle 1980. Dakle, P = f(¢). Objasniti znacenje izraza
P(25) = 300.

Jedan od veoma cestih oblika funkcionalne zavisnosti izmedju dveju promenljivih
je njihova medjusobna proporcionalnost. Na primer, povrs§ina kruga je propor-
cionlna kvadratu poluprecnika:

P = f(r) = mr?.

Broj m je konstanta proporcionalnosti. Proporcionalne veli¢ine istovremeno se
uvecavaju ili smanjuju.

Primer: Zapremina lopte je proporcionalna kubu njenog poluprecnika. Napisati
ovu funkcionalnu zavisnost.

Drugi vid funkcionalne zavisnosti koja se ¢esto javlja u prirodi je eksponen-
cijalna zavisnost. To su funkcije oblika f(z) = a”, gde je a > 0 konstanta a
promenljiva x javlja se u eksponentu. Najcesée se kao primer eksponencijalne za-
visnosti uzima rast populacije stanovnistva, kao sto je to dato u drugoj tabeli iz
uvoda. Tabela sa podacima moze se graficki prikazati na slede¢i nacin:
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Primec¢ujemo da je karakteristika ove funkcije da u pocetku vrlo sporo raste a
zatim je njen rast sve brzi. Za velike argumente dobijaju se ekstremno velike vred-
nosti funkcije. Sledeéi primer ilustruje neocekivano veliku vrednost eksponencijalne
funkcije.

Primer: Pretpostavimo da imamo list papira debljine 0, 1mm. Ako papir presav-
ijemo na pola, dobi¢emo dvaput vecu debljinu, tj. 2 x 0, lmm. Ako sad ovo opet
presavijemo na pola, dobiée se debljina 2 x (2 x 0,1mm) = 22 x o,1mm. Ovaj
proces mozemo nastaviti i kod svakog novog presavijanja papira dobijamo dvaput
vecu debljinu.

Pitange: Pod pretpostavkom da imamo dovoljno veliki list papira, kolika ¢e biti
dobijena debljina ako izvrsimo presavijanje 50 puta?

Odgovor: a) Manje od 50cm, b) Oko 10m, c) Vise od jednog kilometra.



DIFERENCIJALNI RACUN FUNKCIJA

Posmatajmo sledece grafike funkcija, koji prikazuju zavisnost predjenog puta od
vremena kretanja. Svaki od grafika je razlicit mada je ukupno predjen isti put za
isto vreme.
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Na slici a) vidimo primer ravnomernog kretanja kada se u svim vremenskim in-
tervalima jednake duzine, prelaze isti putevi. U tom sluc¢aju i brzina je ravnomerna
i u svakom trenutku iznosi 5km/h.

Na slici b) predjen je ukupno isti put za isto vreme ali brzina kretanja nije bila
ravnomerna jer se stalno smanjuje. Vidimo da se za iste vremenske intervale sada
prelaze razli¢iti putevi. Mozemo naéi srednju brzinu i ona je vg, = 5km/h ali je
brzina u svakom trenutku razlic¢ita. Postavlja se pitanje da li mozemo odrediti
brzinu u nekom odredjenom trenutku.

Posmatrajmo jedan konkretan problem: Odrediti brzinu loptice koja je izbacena
wvis (vertikalni hitac) u trenutku t = 0. Loptica zapocinje kretanje najve¢om brzi-
nom, zatim usporava sve dok u jednom trenutku ne zastane u vazduhu a zatim
pocinje da pada na dole sve vise ubrzavajuc¢i dok ne udari u zemlju. Pretpostavimo
da smo u stanju da merimo visinu loptice u svakom trenutku i da smo dobili ovakvu
tabelu vrednosti:

d brzina t (SeC> ‘ 0 1 2 3 4 5 6

brzina

pozi‘tivna nega‘ltivna Yy (Cm) ‘ O 90 142 162 150 106 30

Start Pad t

Ako bismo na osnovu ovih podataka hteli da izra¢unamo prosec¢nu brzinu loptice
na intervalu 1 <t < 2, dobili bismo:

142 — 90
Usp = 5 = 52cm/ sec.

Na intervalu 4 < ¢ < 5, srednja brzina bila bi (106 — 150)/(5 — 4) = —44cem/sec.
Negativna vrednost brzine u ovom slucaju znac¢i da se visina loptice smanjuje i da
se ona krec¢e nanize.



Opsta formula bi bila

§ ) Promena polozaja loptice  s(b) — s(a)
Proseéna brzina = =
Promena vremena b—a

Medjutim, izracunavanjem srednje brzine ipak ne reSsavamo problem izracunava-
nja brzine loptice u nekom vremenskom trenutku, na primer, za ¢ = 1. Najbolju
aproksimaciju dobi¢emo ako uzmemo srednju vrednost izmedju vrednosti na inter-
valu ispred ¢ = 1, tj. na [0, 1] i na intervalu iza, tj. na [1,2]. Kako je prva vrednost
90cm/sec a druga 52cm/sec, trebalo bi da brzina u ¢t = 1 bude priblizno 71em/sec.
Za preciznije rezultate morali bismo da imamo manje intervale merenja.

Ovim razmatranjem dolazimo do zakljucka da ¢e trenutna brzina predmeta u
vremenskom trenutku ¢ = a biti jednaka grani¢noj vrednosti prosecne brzine na
intervalu oko tacke a, pri ¢emu se duzina intervala h smanjuje i tezi nuli. Drugim
reCima, za izracunavanje trenutne brzine u vremenskom trenutku ¢ = a imamo

Brzina u trenutku (t = a) = %Jir% s(a+ hf)L — S(Q).

Definicija izvoda funkcije

Na osnovu prethodnog razmatranja, moze se izvrsiti generalizacija i definisati
pojam prvog izvoda proizvoljne funkcije. Neka je data proizvoljna funkcija f :
D — R, ineka su zg,z1 € D. Razlika ©1 — x¢ zove se prirastaj argumenta
i oznacava se sa Axrg = x1 — zo a razlika vrednosti funkcije zove se prirastaj
funkcije i oznacava se Af(xg) = f(x1) — f(xg). Prirastaj funkcije predstavlja
koli¢inu promene funkcije od x¢ do x7.

Postavlja se pitanje kakav je medjusobni odnos prirastaja funkcije i prirastaja
argumenta. Na slici a) vidimo da ¢e ovaj koli¢nik biti uvek isti ali sa slike b) vidi se
da je on razlicit. Odnos prirastaja funkcije i prirastaja argumenta daje nam uvid
u brzinu promene funkcije.
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Definicija. Neka je funkcija f definisana u nekoj okolini tacke xg. Ako postoji
(konacna ili beskonaéna) granicna vrednost

T—T0 T — X
tada se ona zove prvi izvod funkcije y = f(x) u tacki zg.
Ako oznac¢imo h = Az =z — xg 1 Ay = f(x) — f(x0), tada mozemo pisati

. Ay flzo+h)— f(zo)
/ p— —_— =
filwo) = Jim X, = Him h '




Operacija nalazenja izvoda funkcije zove se diferenciranje. Funkcija f koja
ima konacan izvod u tacki zg, zove se diferencijabilna u tacki x.

Funkcija je diferencijabilna na intervalu (a,b) ako je diferencijabilna u svakoj
tacki tog intervala.

Primer: Kako glasi izvod konstantne funkcije?

Neka je data konstantna funkcija f(x) = ¢. Tada je grafik ove funkcije horizon-
talna linija. Funkcija ni za jednu vrednost argumenta x ne menja vrednost tako da
je prirastaj jednak 0. Odatle sledi da je i izvod f’(z) = 0.

Primer: Na osnovu definicije naéi f'(x) ako je f(z) = 22. Kako glasi izvod funkcije
f(x) = 23?7 Izvesti opste pravilo za nalazenje izvoda funkcije f(z) = 2™, n € N.

Geometrijsko tumacenje prvog izvoda

Pretpostavimo da sledeca slika predstavlja grafik kretanja loptice bacene uvis
sve do njenog pada.

y|(visina) Brzina = 0
Ve
C
F . )
5(2)-s(1) Loptica se krece
B o
Loptica se kre¢e : / nanize
navise N G
A 1 1 1 L L | ) R
12 3 4 5 6 t (vreme)

Visina y loptice bacene uvis u zavisnosti od vremena t.

Prikazan je grafik funkcije y = s(¢) (predjeni put u funkciji vremena). Kako
bi na gornjem grafiku mogla biti predstavljena prosecna brzina kretanja loptice u
nekom vremenskom intervalu? Kao S$to je gore izracunato, na primer, na intervalu
1 <t <2 imamo

Promena polozaja  s(2) —s(1) 142 — 90
Promena vremena ~ 2—1 1

Prosetna brzina = = 52cm/sec.

S druge strane, ako bismo spojili tacke grafika B i C', dobili bismo pravu (secicu
grafika funkcije) ¢iji koeficijent pravca je upravo gore sracunati koliénik. Mozemo
zakljuciti: Prosecna brzina u nekom vremenskom intervalu a < t < b jednaka je
koeficijentu pravea (nagibu) prave koja na grafiku funkcije y = s(t) spaja tacke sa
argumentimat=a 1t =Db.

Za izracunavanje brzine u odredjenoj tacki neophodno je smanjivati posmatrani
vremenski interval tako da on tezi nuli, odnosno, neophodno je pre¢i na grani¢ni
proces. Stoga ¢emo posmatrati opsti slucaj kada je u pitanju proizvoljna funkcija.

Neka su My(xo, f(z0)) i M1(xg+ Az, f(xo+ Ax)) dve tacke na grafiku funkcije
y = f(x). Prava povucena kroz ove dve tacke ima koeficijent pravca

Ay

ks:tgﬁzA—x
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U grani¢nom procesu ako Ax — 0, tada se tacka M; krece duz grafika i sve vise
priblizava tacki My. Istovremeno, secica kroz My i M7 menja svoj pravac i zauzima
konacan polozaj tangente na grafik funkcije u tacki My. Pritom, za koeficijent
pravca tangente imamo

_ 1 T Ay_ / _dy
f=tge = el = 0 Ry =) =gy

Razlika izmedju prirastaja Ay i diferencijala dy prikazana je na slici.

A
y M/
Ay
M, dy{
Ax
X, x0+Ax=

Primer: Zakon kretanja tacke je s = 3t + 2t + 1, gde je s rastojanje u metrima a
t vreme u sekundama. Odrediti predjeni put i brzinu tacke u trenutku ¢ = 2.

Primer: Telo je izbaceno vertikalno uvis brzinom od 10m/sec. Odrediti najvisu
tacku koju ono dostize i trenutak kada ¢e udariti u zemlju.

Jednacina tangente i normale na grafik krive

U tacki M()(IIJ(), f(fl)o))
- jednacina tangente na grafik funkcije: y — f(xo) = f'(z0)(x — x0)

1 '
m(w — x0), ['(%0) # 0.

Primer: Napisati jednacinu tangente na grafik krive
a) f(z) = 2%, u tackama A(1,1), B(—1,1),C(2,4),0(0,0);
1
b) f(z) = —, u tackama M(1,1), N(2,1/2).
x

¢) f(x) =22 + x u tacki P(3,12).
Skicirati grafik funkcije i trazenu tangentu.

— jednacina normale: y — f(zg) = —

Primer: Nadi ugao izmedju tangenti konstruisanih u prese¢noj tacki krivih y = 1/x
: 2
iy=ua.

8

6
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Primer: Nadéi jednacine tangenti na krivu y = sinx u tackama z = 01i x = 7/3.
Aproksimirajuéi krivu sin z pomoc¢u dobijenih jednacina, naci pribliznu vrednost za
sin(7/6). Da li je tacnost ista u oba slucaja?

NEODREDJENI INTEGRAL

Sledeci problem koji ¢emo razmotriti je problem analitickog odredjivanja funkcije
f ako je dat njen izvod f’. Ovo je proces koji je inverzan procesu diferenciranja
funkcije. Najpre ¢emo definisati pojam primitivne funkcije za datu funkciju.

Primitivna funkcija

Neka je data funkcija f : (a,b) — R.

Definicija. Za funkciju f definisanu na intervalu (a, b) kaZe se da ima primitivou
funkciju F na (a,b) ako Vx € (a,b) = F'(z) = f(x).

Primer: f(x) =322 = F(x) =231 F'(z) = 322.
Primetimo da iz definicije ne sledi da svaka funkcija ima primitivnu funkciju.
Pitanje jednoznacnosti primitivne funkcije resava sledec¢a teorema.

Teorema. Ako je na intervalu (a,b) funkcija F primitivna za funkciju F, tada je
1 F 4 C, gde je C proizvolyna konstanta, takodje primitivna za f.

Dokaz: Vz € (a,b)F'(z) = f(x) = Vx € (a,b)(F(z) + C) = F'(z) = f(z)
Zakljucujemo da ako funkcija ima primitivnu funkciju, tada ona ima familiju
primitivnih funkcija.

Primer: Neka je v brzina automobila a s njegova pozicija u zavisnosti od vremena
t. Tada je v = ds/dt, odnosno s je primitivna funkcija za v. Medjutim ako je C
proizvoljna konstanta, tada je i s + C' takodje primitivna funkcija za v. Znacenje
konstante C' u ovom slucaju odnosi se na pocetak merenja rastojanja pocev od neke
pozicije C', §to ne uti¢e na samu brzinu automobila.

Primer: Sta je primitivna funkcija F za funkciju f(z) = 0? Ako je F'(x) = f(z) =
0, na nekom intervalu, tada funkcija F' mora imati tangentu koja je horizontalna
prava u svakoj tacki posmatranog intervala. To se moze dogoditi jedino ako je
funkcija svuda jednaka konstanti. S obzirom na prethodni primer ako posmatramo
izvod funkcije kao brzinu, to znac¢i da je brzina uvek jednaka nuli, odnosno objekat
se ne krece pa je njegova pozicija konstantna.

Primer: Za funkciju F(x) = f/(z), predstavljenu na slici, skicirati grafike funkcija
f sa slede¢im uslovima: a) f(0) =0; b) f(0)=1;¢c) f(0) = 2.

y y S ()
; /\f,( : £(0)=2 \/\f@)

1 X f(0)=1] ()
: / \ romo N
-1 A 4

-2

Funkcija F(x (z) i njoj odgovarajuce funkcije f(x).
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Definicija. Proizvoljna primitivna funkciju date funkcije f na intervalu (a,b) zove
se neodredjeni integral funkcije f i obelezZava se

/f(a:)da: =F(z)+C.

1z definicije sledi da je neodredjeni integral skup svih primitivnih funkcija funkcije
f na (a,b).

Operacija kojom se odredjuje integral funkcije, zove se integracija i ovo je
operacija inverzna diferenciranju.

Ako je f neka elementarna funkcija tada je dosta verovatno da ¢emo biti u stanju
da nadjemo njenu primitivnu funkciju F', koja je takodje elementarna funkcija. Ali
ako nismo u stanju da odredimo F', postavlja se pitanje da li takva funkcija uopste
postoji.

Napomena: Proces odredjivanja primitivne funkcije za neku datu funkciju
podseé¢a na nalazenje kvadratnog korena nekog broja. Ako izaberemo neki broj
nasumice, kao 7 ili 493, samo uz pomo¢ kalkulatora mozemo rec¢i koliki je kvadratni
koren. Ako, medjutim, uzmemo 25 ili 64, tada znamo da se radi o kvadratu broja
5, odnosno 8, pa mozemo precizno odgovoriti Sta je kvardatno koren. Slicno je sa
nalazenjem primitivne funkcije.

Primer: Naci sledece neodredjene integrale:

1 1 1
/5da:, /5a:da;, /xQ, /(t2+t)da:, /\/Eda:, /—da:, /—dx, /—da:,
x x? a3

241 1
/(2t2+3t3+4t4)dt, /Z :— dz, /(;(;\/5—1—7) dx.
X

Integracija pomocu smene

U nekim slucajevima moguce je pogodnom smenom nezavisno promenljive x,
svesti dati integral na tablicni integral.

Neka je dat integral [ f(z)dx = F(x), x € (a,b)ineka je z = ¢(x) neprekidna
i diferencijabilna funkcija po t € (a, 3). Izvod slozene funkcije F/(p(t)) je

Kako je F'(x) = f(x), imamo

[F(e(t)] = flet) - #'(t) & /f(w(t)) - (t)dt = F(p(t) + C.

Odavde sledi
[ t@is = [ 16e0) - 0,
()

gde je x = @(t) i dx = ¢ (t

Primer: /eaHbdt, /Sin(arﬁ-l-b)dx, /33262363_1(1(13, /:L'emzﬂdx,
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t

ot

/a:3\/x4—|—5da:, /ecosxsinxda:, /

Parcijalna integracija

Neka su date funkcije u = u(z) i v = v(z), koje su neprekidne i diferencijabilne
na (a,b). Tada vazi

(w) =d'v+uw = w' = (w) —uv.

Integracijom ove jednakosti, dobija se

/uv'daj = /(uv)'da: — /u'vd:c = /uv'daj = uv — /u'vd:c.

Kako je v'dx = dv i v'dz = du, ovo se moze napisati u obliku

/udv:uv—/vdu

Ovaj postupak zove se parcijalna integracija. Ako postoji integral na levoj strani,
tada postoji i integral na desnoj strani i obratno.

Primer: [ = [ ze*dx.
Uzmimo u = z i dv = e*dx. Tada je du = dv i v = [e®dx = e”. Na osnovu
toga izracunavamo

I:a:ex—/exda::zcex—ex—l—C:(aj—l)ex—f—C.

Kako izabrati u i v':

- Kada biramo v’, treba da budemo u moguénosti da odredimo v;
- Bolje je ukoliko je u’ jednostavnije od u;

- Bolje je da v bude jednostavnije od v’.

Primer: 1) [Inzdz, 2) [28Inadz, 3) [arctgzdr, 4) [ 23 do (primeniti kom-
binaciju smene i parcijalne integracije)

ODREDJENI INTEGRAL

Do pojma izvoda funkcije dosli smo izracunavanjem brzine na osnovu predjenog
rastojanja. Sada ¢emo razmotriti obratan problem: Izrac¢unati predjeni put ako je
data brzina. Na ovaj nacin do¢i ¢emo do koncepta odredjenog integrala.

Ako se neki objekat kreée konstantnom brzinom, tada mozemo izra¢unati pred-
jeni put koris¢enjem formule:

Predjeni put = Srednja brzina x Vreme = vy, - t.
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Problem: Koliki put predje automobil ako mu brzina nije konstantna ve¢ se
kre¢e ubrzano?

Neka je, na primer, u sledecoj tabeli prikazana brzina automobila merena svake
2 sekunde.
vreme(sec) | 0 | 2 | 4 | 6 | 8 | 10
brzina(m/sec) | 10 | 20 | 26 | 30 | 32 | 33

Da bismo procenili koliki put je automobil ukupno presao, izvrSicemo sledece
dve aproksimacije:

Smin T2X104+2x204+2x 26+ 2 x 30+ 2 x 32 = 236m za 10sec
Smar T2xX204+2x26+2x30+2x%x 32+ 2 x33=282m

= 236 < § <282
Razlika izmedju ovih dveju aproksimacija iznosi < 282 — 236 = 46.

Tac¢niju vrednost dobili bismo ako merenje brzine vrsimo svake sekunde ili ako
uzmemo srednje vrednosti brzine na svakom intervalu:
Sa~2x15+2x23+2x28+2x31+2x32.5=259

Vidimo da je sada 236 < 259 < 282, pa je ova aproksimacija svakako tacija od
prethodnih. Dobijeni rezultati mogu se predstaviti graficki pomocu sledece slike.

V A

33
32

30
26

20

10

»
»

2 4 6 8 10 t

Za precizno odredjivanje ukupno predjenog puta u datom vremenskom intervalu
moraju se vremenski intervali smanjivati i pre¢i na grani¢nu vrednost gornje i donje
aproksimacije.

Odredi¢emo put koji je presao neki objekat kre¢uéi se brzinom v = f(t) u vre-
menskom intervalu a < t < b. Neka je izvrSena podela datog intervala na tacke
a=tg,t1,te,...,t, = b, pri cemu je razlika izmedju dve tacke

b—a
—

At =
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Ako u svakom vremenskom intervalu predjeni put izra¢unavamo uzimajucéi manje
vrednosti za brzinu:

f(tO)At7 f(tl)At7 R f(tn—l)At7

dobijamo da ukupno predjeni put iznosi
Predjeni put ~ f(tg)At + f(t1)At + -+ f(tn—1)AtL.

Uzimajuéi gornje granice za aproksimaciju brzine u svakom vremenskom inter-
valu dobijamo gornju aproksimaciju predjenog puta:

Predjeni put =~ f(t1)At + f(t2)At + - -+ f(t,)At.

Ako je funkcija f neprekidna, tada grani¢ne vrednosti i gornje i donje aproksi-
macije postoje i medjusobno su jednake.

Definicija odredjenog integrala u Rimanovom smislu

Neka je data funkcija y = f(z) koja je neprekidna na segmentu [a,b] C R.
Skup tacaka P = {zg, x1,...,x,}, takvih da vazi

a=xo< 1< - <xTp=>

zove se podela segmenta [a,b]. Ovim tackama je segment [a,b] podeljen na n
podintervala

[0, z1], [x1,22], - . ., [Tn—1, Tn]

sa duzinama Axy =z — k1 (k=1,...,n).

I- | | | -I
L | I | J

a=x, X, X, X, x,=b

Definicija. Zbir

3

Sp(f) =) f(&)Axy,

k=1
gde su tacke & € [xp_1,x)], 20ve se integalna suma Rimana funkcije f za podelu

P.

Definicija. Neka je f : [a,b] — R ogranicena funkcija. Ako za svaku podelu P
intervala [a, b] i za bilo koji izbor tacaka & € [xp—1, x| (K =1,...,n) postoji uvek
1sta granicéna vrednost

I'= lim ) f(&)Axy,

n— oo

max Az —0 k=1

tada za funkciju f kaZemo da je integrabilna u Rimanovom smislu na segmentu
[a,b] a broj I zove se odredjeni integral funkcije f na [a,b].

Pisemo

I— / ’ fa)de.
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a — donja granica
b — gornja granica
f — podintegralna funkcija (integrand)

Osnovna teorema odredjenog integrala

Videli smo iz prethodnog izlaganja da se odredjeni integral funkcije brzine moze
interpretirati kao ukupno predjeni put. Ako je v(t) brzina a s(¢) put u jedinici
vremena, tada je veza izmedju ovih funkcija: v(t) = s'(t). Takodje, znamo da vazi

b
Ukupno predjeni put = s(b) — s(a) = / s'(t)dt.

Ovaj rezultat moze se uopstiti. Neka je F’(t) prvi izvod, ili brzina promene neke
veli¢ine F'(t) u odnosu na vreme, pri ¢emu smo zainteresovani za ukupnu promenu
funkcije na intervalu [a, b]. Podelimo dati interval na n podintervala jednake duzine
At. Na svakom podintervalu promena funkcije F', odnosno njen prirastaj, aproksi-
mativno iznosi

AF =~ F'(t)At.

Tako je na prvom podintervalu AF ~ F’(ty)At, na drugom je AF ~ F'(t1)At, i
tako dalje. Sabiranjem po svim podintervalima dobija se
n—1 n—1
F(b) — F(a) (= Promena F od a do b) = Z AF ~ Z F'(tg)At.
k=0 k=0
Uzimajué¢i da n tezi ka beskonacnosti, u granicnom procesu se dobija
n—1 n—1 b
F(b)— F(a) = lim 3 AF~ S F/(t) At = / F'(t)dt.
k=0 k=0 a

Na osnovu ovoga formuliSe se osnovna teorema za odredjene integrale, poznata
pod nazivom Njutn-Lajbnicova formula:

Teorema. Ako je f neprekidna funkcija na intervalu [a,b] i f(t) = F'(t), tada je

b
/ f(x)dz = F(b) — F(a)

Ova formula zove se Njutn-Lajbnicova formula.
Ova teorema predstavlja jedan od najznacajnijih rezultata kalkulusa jer daje
vezu izmedju izvoda i odredjenog integrala.

Primer: Na slici je prikazan grafik funkcije y = f(z). Ako je F'(z) = f(z) i
F(0) =0, nad¢i F(b) za b=1,2,3,4,5,6.
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[u—

'N(X)
B 2N\3 4 5 /6 X

3
Primer: Koris¢éenjem Njutn-Lajbnicove formule izracunati / 2xdx.
1

Kako je f(x) = 2z izvod funkcije F(x) = 2?2, imamo

3
/ 2zdr = F(3) — F(1) =3* -1 =8.
1

Primer: Izracunati slede¢e odredjene integrale:

5 2 2 /4 -1 /4
1 2 L
/(g;3—7m:2)da:,/ Ty dy,/ (sint+cost)dt,/ Sd’l‘,/ 5,
i Ay ; a7 g cos’x

2 3
/0 (% + 21‘) dx.

Osnovne osobine odredjenog integrala

Osnovne osobine proisticu iz definicije odredjenog integrala i mogu se dokazati.
Neka su f i g integrabilne funkcije na [a, b].

1) Ako je f(z) =1,Vx € [a, b] tada je f; f(z)dx = f; 1-dz=b-a.
2) f; cf(z)dx = cf; f(z)dx, ¢ = const. (homogenost)

3) f;(f(:c) +g(x))dr = fab f(z)dx + f;g(a:)da: (aditivnost)

4) Ako je f integrabilna na [a,b] i ¢ € (a,b), tada

/ab f(z)de = /ac f(z)dz + /Cb f(z)dx.

(Aditivnost odredjenog integrala u odnosu na interval integracije.)
5) Ako je f(x) >0, Vx € [a, b] tada je

/ab f(z)dz > 0.

6) Ako je f(x) < g(x), Vz € [a, b], tada je / f(x) < / g(z)dx.
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Vf da:‘</|f J|dz.

) Ako su f i g integrabilne na [a, b, tada je i f - g integrabilna na [a, b].
9) Neka je m = inf ey f(7) 1 M = sup,¢(,4 f(2), tada je

b
m(b—a) < / f(x)de < M(b—a).

Teorema o srednjoj vrednosti

Teorema. Neka je f neprekidna na [a,b]. Tada postoji c € [a,b] tako da vaZi

b
= bia/ f(x)dx

Dokaz. Kako je f neprekidna na ograni¢enom intervalu, ona je i ogranicena pa
sledi da postoje brojevi m, M € R:

m < f(x) <M, Vzé€a,b

Na osnovu osobine 6) odavde sledi:

/abmdxg/abf(a:)da:g/abMdaj

m(b— a) g/ f(x)dx < M(b—a)

Kako je f neprekidna, ona uzima sve vrednosti iz intervala [m, M|. Odatle sledi da
postoji tacka c € [a, b] takva da je

1

fle)= b—aI'

Geometrijska interpretacija:
Neka je f(x) > 0,z € [a,b]. f(c) predstavlja srednju vrednost funkcije f na
intervalu [a, b].

y=fx)

/ /]

Jx)>0

v
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v

Primer: Objasniti zasto je / sin(z?)dx < /7.
0

Resenge: Kako je sin(z?) < 1 za svako z, na osnovu osobine 6) sledi da je

VT VT
/ sin(z?)dx < / ldx = /7.
0 0

2
Primer: Pokazati da vazi 2 < / vV 1+ a23dx <6.
0

Resenje: Funkcija f(z) = v/1 + 23 je na intervalu [0, 2] rastuéa (jer je 2> rastuéa).
Stoga vazi da je f(0) < f(x) < f(2). Kako je f(0) = 1i f(2) = 3, na osnovu osobine

9) dobijamo
2
1(2-0) S/ V14 x3dr < 3(2-0).
0

) iznosi 4 za x € [1,6]1 5 za = € [6,8].

Primer: Prosec¢na vrednost funkcije y = f(x
, 8]

Koja je srednja vrednost funkcije za x € [1

Primer: Nadi srednju vrednost funkcije na datom intervalu:
a) f(x) =14z, x €[0,2],b) g(t) =4t+7, t € [1,3], ¢) h(x) =€*, z € [0, 10].

Odredjeni integral kao povrsina

Primene odredjenog integrala zasnivaju se na definiciji. Odredjeni integral koristi
se za izracunavanje povrsina figura u ravni, duzinu lukova ravnih krivih, zapremine
i povrsine tela.

2 ) 2 72
Primer: / 1d:)3:x}022 / :L'das:—‘ =2
0 0

A A

v

n
L

2
I) Neka je y = f(z) pozitivna funkcija na [a, b]. Tada je

[ sy = P

gde je |G ={(z,y)la<z<b,0<y< f(z)}|

IT) Ukoliko je f(z) < 0,Vx € [a, b], tada je

P© - | @)z = - /  fl)de.
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III) Ako je f(x) >0za z € (¢,d) i f(x) <0 za x € [a,c) U (d,b], tada je
b c d b
PG = [ 1@l =~ [ f@yo+ [ f@yto— [ pa)aa.

IV) U slucaju kada je oblast u ravni omedjena dvema krivama, tj.

D = {(x,y)| a<x<b, yl(a:) <y< y2($>}

Povrsina ove oblasti se izracunava kao

b
P(D) = / (y2(2) — 1 (2))da

D

—

y=y,(x)

v

Primer: Izrac¢unati povrsinu ograni¢enu lukom krive y = 4 — 22 i x—osom.
Primer: Izracunati povrsinu koju obrazuje grafik krive y = 22 — 8z + 7 sa x-osom.
Primer: Naci povrsinu jednog luka krive y = sin . Kolika je vrednost f_22 sin zdx?
Primer: Naéi povrsinu ograni¢enu pravom y = 1 i jednim lukom krive y = sin x.

Primer: Izracunati povrS§inu izmedju grafika funkcija y = sing i y = cos¢ za
0<¢<m/4

Primer: Naéi pozitivhu vrednost ¢ takvu da je povrSina izmedju grafika krive

y = 22 — c? i z-ose jednaka 36.

Primer: Izracunati povrsinu oblasti ograni¢ene krivama y = 1/(1+22) iy = 22/2.

Primer: Naéi povrsinu oblasti ograni¢ene krivama y = 22,y = 6 — = i y-osom.



