KoHcTpyKnuja n aHajm3a ajJropuraMa

Muoapar zKuskosuh

1 VYBosg

Cepxa oBor uzjaramwa (Bugeru yBoaHu J1eo Kibure [1]) je yBoa y Hauun pasMuii-
Jbaba MPUJINKOM KOHCTDPYKIIHje U aHaJjm3e ajropurama. buhe nmpukasan mayna
cnerudunupama aaropuramMa, J1Be OCHOBHE CTpATEruje 3a KOHCTPYKIIH]Y aJjro-
puTaMa u HeKe OCHOBHE HJIEje KOje Ce KOPUCTE MPY aHAJIW3N AJITOPUTAMA, OJTHOC-
HO JIOKA3UBaby KOPEKTHOCTH AJIOPUTAMA.

HBa asropurma koju he 6uTu mpukasanu pemaBajy mpobJieM cOpTupaimba
(ypehuBamwa y neonazajyhem noperky) maror uusa oz n GpojeBa. Ajropurmu
ce M3J1aXy y OOJIMKY IICey/IOKO/1a, KOji, HaKO Ce He MOYKE JIMPEKTHO IPEBECTHU
y OMjI0 KOju CTaHIAPAHUA TPOTPAMCKH jE€3WK, OMHUCYje CTPYKTYPY aJrOpUTMa,
JOBOJBHO JACHO, TAKO Ji@ LPOIPAMEP MOXKE Ja r'a peajiudyje Ha HPOrPaMCKOM
jesuky mo csom m36opy. Ilpukaldyjy ce ajsropuraMm COPTHPama yMETAHEM, KOjU
KODHUCTH MHKDPEMEHTAJIHU LPUCTYI, U COPTUPAmE 00je/[MibaBabEM, aJrOpUTaM
KOju Kopuctu uiejy pasnarama (divide-and-conquer) Nako speme norpebHo 3a
W3BPIABAHE OB, JBA aJTOPUTMA PACTe Ca N, Op3uHE PACTa TUX BPEMEHA HUCY
ucre. OupeuhieMo BpeMeHA M3BPLIABABA OBUX AJITOPUTAMA U YHO3HATU CE €A
KOPHCHOM HOTAIMjOM 33 IHbUXOBO H3DAKABAILE.

2 Aaropurmmn

Hedopmasnno, ainropuram je npenusno jgedpuHrcaHa IPOIEIypa U3padyHaBa-
a, KOja, 110j1a3elin 0/ HeKe BPEJHOCTU W/ CKYIla BPEJIHOCTU Kao yJiasa, Lpo-
M3BO/IYM HEKY BPEIHOCT, WJIK CKYIl BPEIHOCTH, KAO M3J1a3.

Agnropuram Takolje MoxkemMoO mocMaTpaTH Kao CPEJACTBO 3a pellaBarbe mpe-
u3HOo Aedunucanor (padyHapckor) npobiaema. [Tocraska npobsiema npenusupa
JKeJbeHU OJTHOC M3J1a3a Ca yJa3oM. AJIrOpUTaM ONMUCyje CHEeujaIHy MpOIeLypy
MU3pAdyHaBaba KOJOM C€ IOCTUXKE 2KEJ/bEHU OJHOC M3J1a3a €A YJ1a30M.

Ha npumep, meka je morpebuo nmopeharn wimanose garor Huda 6pojeBa Tako
na uynHe Heomanajyhum mm3. Ha oBaj mpobsem ce decTo Hamja3u; OH MOXKE 3
MOC/IyKH Kao J00pa MO/ JIora 3a YBODEHE MHOIUX CTAHJIAPIHUX TEXHUKA 33
KOHCTPYKIMjy u aHaim3y. PopMasiHO ce mpobJsieM copTupama JeduHuIe Ha,
caenehu nagun:

Vaas: Hus 6pojesa (a1, az, ..., an,).

W3zuasz: [epmyramuja (af,dl, ..., al,) ynasuor musa takea na je aj < abh <
-<al.

= Up



Ha upumep, 3a paru uus (31,41,59,26,41,58) anropuram copruparma Kao
usna3 naje mm3 (26,31,41,41,58,59). CBaku 0oBakap yJa3HU HU3 30B€ Ce€ WH-
craHUa 1pobJeMa copTupama. Youiiure, MHCTaHIy npobsiema dunu yia3 (Ko-
ju 3aJ10BOJbaBA CBa OIPAHUYEHHa KOja Ipoucrudy u3 (opmynarnuje npobiema)
HEOXIIO/IaH /1a O ce M3pavdyHAJIO Pelenhe mpodema.

Copruparse je dynjamentanta onepauuja (MHOIM IIPOIPAMU j€ KOPUCTE KAO
mehykopak), ua je 36or rora passujen Bejuku 6poj 100pux ajaropurama 3a cop-
Tupame. Koju anropuram je Hajoo/pu 32 KOHKDPETHY NMPUMEHY 3aBUCH, TIOPE,
OCTaJIOT, OJ AyXKWHE HU3a KOju Tpeba copruparTu, on Moryhux orpanunyema 3a
4JIAHOBE HHU3a, OJ] TOTA Y KOjOj Cy MEPH YJIaHOBH HH3A Beh COPTHMPAHU, KAO U O/
rtuna ypehaja y kome je Hu3 cMewnren (OLeparuBHA MEMOPUja, JUCK UJIM MAl-
HEeTCKa TPaKa).

Kazke ce ga je asnropuraM KOpPEKTaH akKoO 34 Ce 33 CBAKY MHCTAHILY 3aBPIIABA
ca TavHMM m3ja30M. Taga KaxkeMo Ja ajJropuTaM perraBa JaTh IpoOJeM.

Anropuram Moxke OUTH crieludUIUPaH Ha, CPIICKOM je3UKY, Ka0 padyHapCKu
nporpam, ujm 4aK Kao npojexar ypehaja koju ra uzspmasa. Jeaunu 3axres je na
crenudukanmja Mopa aa 06e30eau mperu3an Ouc IPOIeLyPe H3PAdyHABAbHA.

Coprupame Huje jeaunu nmpobieM 3a Yuje PEliaBarbe Cy PA3BUjeHU AJITOPUT-
mu. HaBogmmo mpumepe mpobjieMa KOju Ce pPeInaBajy ajJroOpuTMUMA:

e Jeman o Mu/b€Ba MpPyYaBaWHa JHYJACKOT T€HOMA, j€ WACHTHMOUKAIN]A CBUX
oko 100000 rena y spyackoj JIHK, onpehiuBame peaociieia OKO Tpyu MUJIU-
japae 6a3uux maposa Koju umue JpyAcky JAHK, cmemrame tux nndopma-
uuja y 6asze HoJaTaka, U pasBUjambe ajara 3a aHajusy nojaraka. CBaku
o/ THX KOpaka 3axTeBa coducrurnupane aaropurme. lup je nocrusame
VIITEa y yTPOIIEHOM BpPEMEHY, W 3a Jby/le W padyHape, Kao u a00ujame
IIITO BUIIIE IIOJaTaKa.

e Unreprer omoryhyje jpymmma mupoMm cBeTa Ja ce Op30 TOBE3yjy # 12
IIpOHAJIa3€e BeJiKe KojinunHe mojaraka. 1Ipobisemu koje mpu Tome Tpeba
pemaBaTu Cy HIpoHAaJaxKeme A00pux myreBa KojuMm he mojamu Owrtu yc-
MepeHH, Kao u ynorpeda nperpakupada 3a OpP30 HPOHAJIAXKEE CTPAHULIA
Ha KOjEMAa Ce KejbeHa mH(OpMaIuja HAJIa3M.

e EnexTpomncka rprosuna omoryhyje ma ce poba u yciayre pasMemyjy e1eK-
tpoucku. IIpu Tome je ox cymTuHCKOr 3HaYaja 6€30€1HO IyBabe TOJATAKA
Kao0 IMITO Cy OpOjeéBM KPEIUTHUX KAPTHUIIA, JIOBUHKE U OPOjeBu OAHKOBHUX
padyHa. Aropurmu 3a mudpOBAKHE Ca jJABHUM KJby9YeM U JIUTHTAJHU MOT-
[UCH KOjH Ce 3a Te noTpebe KOPUCTE 3aCHUBAJY C€ HA HyMEPUUIKUM AJIIO-
purMuMa u Teopuju OpojeBa.

2.1 EdwukacHocT ajsropurama

[IpermocraBuMO Ha TpeHyTaK Ja Cy padyHapu O0ECKOHAYHO Op3U U J1a je MeMO-
puja 6ecnnarra. [a sm Ou Taga Omio morpebe A ce mpOoyvaBajy aaroputmu’
OxaroBsop je - 1a, y HajMamwy PYKy 3aTO MITO Tpeba JOKA3aTH 13 CEe HAIl METOJ,
pelIaBama 3aBPIIaBa U 14 Jaje KOPEKTaH OArOBOP.



Ako 6u pauyHapu Oum GeckoHa4HO Op3u, OMJIO KOjU KOPEKTaH METO. 3a
petraBame mpobsema 6uo 6u npuxBarT/buB. U namse 6u IOCTOjAo 3aXTeEB /1A je pe-
ajm3anyja aJaropuTMa 100pa, OHOCHO 100p0 JOKYMEHTOBAHA, aJiu Ou ce 00MIHO
Mehy Merommma OWpao OHAj YHja je peasu3aluja HajjeJHOCTABHU]A.

Y crBapHOCTH, padyHapu jecy Op3m, ajgu He OeckoHadHO Op3u. Mewmopwuja
Mozke Outu jedruna, anu zHuje Oeciiaraa. 360r TOra aJrOpUTMU MOpajy OuTH
epuKACHHE y IOTJIELY HMOTPEOHOT BPEMEHA M MEMOPHjCKOI IIPOCTOPA.

AJropuTMu HaMemEHN peraBarby UCTOT MPo0JIeMa 9eCTO Ce IPACTUIHO pas-
JINKYjy y morJiey epukacHOCTU. ¥ HACTABKY NeMO Pa3MOTPUTH [IBA AJITOPUTMA,
3a coprupame. Tpajame m3BpIIaBama MPBOT O (bUX — COPTHPAamka yMmera-
BeM je cin? aKo ce COPTHPA HU3 Jy2KHHE N, IJie je ¢ KOHCTAHTa KOja He 3aBHCH
o n. JIpyrum pednma, yTpoLIEHO BpeMe HpolopiuoHaino je ca n?. Tpajame
MU3BPIIABAbA JAPYrOl AJIIOPUTMA, COPTUPama objesumaBameM, je conlogn,
rae je logn = logyn, a c2 je Apyra KOHCTaHTa, KOja Takohe He 3aBUCH O]l M.
OOuYHO je KOHCTAHTA 33 COPTUPAFHE YMETAHEM Mamha O/ KOHCTAHTE 33 COPTH-
pame objemumaBameM, OJHOCHO ¢1 < co. Bumehemo ga koncranTtHu daxropu
MHOI'O Mathe yTU4y Ha BPEME HU3BPIIABAbA HEINO OOJIMK 3aBUCHOCTU O] BEJId-
quHe yja3a n. ¥ u3pasy Ko coprupama objepumasameM umamo dhakrop logn,
a KOJI cOpTHhpama yMmerameMm (akTop n, koju je muoro Behu. Mako je copru-
pame ymeTameM 00MdHO OprKe 0/ COpTUpama 00jeInibaBarbeM 33 HU30BE MaJjie
JyKWHE, K&l BeJIMYWHA yJa3a 7 MOCTAHE JOBOJHPHO BEJIWKA, MPETHOCT COPTH-
pama o0jesurbaBatbeM y 04HOcy logn/n 10BosbHA je ja KOMIEH3Yje DA3JIUKy y
KoHCTaHTHEM (pakTopuMa. Komuko roa ¢ 6miio mame o1 ¢z, yBeK he mocrojaTu
TpaHUYHA BPEIHOCT N, MOCJe Koje he copTupame 00jenmbaBamem Outu OpxKe.

[Ipermocrapumo Ja xohemo Ja ymnopeaumo Op:ku padyHap A Ha KOMe ce
W3BPIIABa COPTUPAHE YMETAWHEM W CIOPHUju padyHap B Ha KOMe ce M3BPINaBa
coprupame objeumaBameM. O6a padynapa Tpeba Ja COPTUPAjy HU3 OJI MUJTUOH
Opojesa. Heka pauynap A usBpluaBa Mu/iujapy OLEpalujd y CEKyH/d, a pady-
Hap B camo Jlecer MUIMOHA OIEpaluja y CEeKyH/H, OJHOCHO Ja je padynap A
100 myTa Opxku ox pauynapa B. IlpermoctaBumo mopes Tora ia je HajBEIITU U
MporpaMep Ha CBETY HAMKMCAO MPOTPAM 33 COPTUPAHE YMETAHEM HA MAITUHCKOM
jesuky 3a pauynap A, Tako 12 J0OHjeHH IPOrpaM U3BPLIABA 2n° HHCTPYKIHMja
upu coprupamy Huza jyzxuse n (ouHocuo ¢; = 2). C apyre crpate, uporpam 3a
coprupame 0bje/umbaBabe 32 padyHap B HAIKCAO je OCpe/iby IPOrpaMep HA BU-
COKOM j€e3uKy, Kopuctehu HeepuKaCHN TTPEBOIMIIAL], TAKO Ja [I00WjeHr TTPOrpam
usBpimasa 50n logn uncrpykimja (ogHoCcHO co = 50). 3a coprupame MUJIUOH
OpojeBa pauynapy A morpebHo je

2 - (10%)2instrukcija
10%nstrukcija/sec

= 2000sec,

JOK je pauynapy B morpebHO

50 - 10° log 10%instrukcija
107instrukcija/sec

~ 100sec.

Kopucrehu anropuram dmje Bpeme u3BpIIABAbA CIIOPHU]E PACTE A N, YaK U
ca JIOIUjUM MpPEeBOIuoIEeM, padyHap B je Opxu 20 myra o pauynapa A. Ilpen-



HOCT COPTHUPAha 00jeINHABABEM IIOCTaje jOII 3HAYAJHI]a KaJa Ce COPTUPA JECET
MuIHOHA OpojeBa: Taja je 3a COpTUpambe 00jeInmbaBABEM IIOTPEOHO 2.3 [AaHA,
a CopTmpame 00jenbaBameM 3aBPINaBa ce mocje Marme ox 20 min. Yomrre, ca
MOPACTOM BEJIMYMHE HU3A PACTE MPETHOCT COPTUPAHA 00jeTUIHABAHEM.

3 Coprupame ymerameMm

Coptupaie ymerameM je epukacaH ajaropuram 3a COpTUparmbe Major o6poja
ejieMeHaTa. Ajropuram pajid Ha HA4MH Ha KOju BehuHa Jbyau pelja y pyuu kapre
3a Urpambe. 3aI0YUbEMO Ca IIPA3HOM JIEBOM PYKOM M HEKOJIMKO KapaTa Ha, CTOJLY,
OKPEHYTHUX JINIEM Ha JoJje. 3aTHUM y3UMaMo jeJHy IO jeJHy KapTy ca CToja U
ymehemo je Ha BEeHO MECTO y JIEBO]j PYIH, K0 IITO je TO MPUKA3AHO Ha CJIuny 1.
VY cBaKOM TpPEHYTKY Cy KapTe y JIeB0j pylu nopeljate 1o Bejmyunnu (CopTUpaHe);
IIpU TOME Cy TO KapTe Koje cy Omjie HAa BPXy I'OMHJIE KapaTa Ha CTOJLY.

Puc. 1: Coprupame kaparta IpUMEHOM COPTUPAMHA YMETAHEM

Asropuram ce MOXKe OLHCATH HCEYIOKOIOM. YJIA3HH HApPAMETPH AJIOPUT-
Ma ¢y uu3 A Koju rtpeba copruparu, u n — JyxRuHa Huza A. YiasHu Hu3 ce
coprupa y mMecty: Op0jeBHU ce IPEMEINTajy y OKBUPY Hu3a A, pu demy ce Ha-
jBHIIIE KOHCTAHTAH OpOj IbUX 3AIUCYje BAH HU3a Y CBAKOM TPEHYTKY. ¥ TPEHYTKY
3aBpITIETKA aJTOPUTMA HIU3 A CaIpKu COPTUPAHU HU3JIa3HU HU3.

SortiranjeUmetanjem(A,n)
1 for j «— 2 ton do
2t Al
{ymernytu A[j] y coprupanm muz A[l..j — 1]}
1—j—1
while ¢ > 0 and A[i] >t do
Ali + 1] « A[i]
t—1—1

Ali+1] —t
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3.1 MHMuBapmjaHTa II€T/h€ U JJOKA3 KOPEKTHOCTH COPTHUPAHKHA
yMeTameM

Ha ciuuum 2. Tlpukasano je kako ajsropuram pasu 3a uu3z A = (5,2,4,6, 1, 3).
Wnpexce j je nngexc ” rekyhe kapre” , kKapTe Koja ce TpeHyTHO ymelie y 1eBy pyKy.
Ha mouerky cBakor mpojacka kpo3 ”cmomariwy” for meripy, xK0joj oarosapa
ungekce j, moguu3 A[l..j — 1] omroBapa kaprama Koje ce TPEHyTHO HAJa3e y
JeBoj pymu, a esementu A[j + 1..n] oarosapajy xaprama koje ce jom Hamase
Ha cromy. Ilpenusuuje, enementu A[l..j — 1] cy ycrBapm ememenTtu xoju cy ce
Ha TOYETKY HAJA3W/IM Ha mo3uimjama ox 1 g0 j — 1, anm ¢y caza mopehanu
1o BejuuuHu. 3a Ty ocobuny moaHuza A[l..j — 1] kaxkemo 1a je uHBapujanrTa
nerspe.

Ha nouerky cakor nposiacka Kpo3 for nerby y Jimnujama 1 — 8 nopHus
A[l..j—1] cacroju ce o enemenara Koju €y Ha no4erKy Oumnum y noguausy A[l..j—
1], asu y Heonanajyhem moperky.

34 = ;
! BICDE UREIE] - DOE ic)

A ] =
-
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o

Figure 2: Pesynarar npumene ajsropurma CoprupameYmerameMm Ha Hu3 A =
(5,2,4,6,1,3). (a)-(e) Urepanuje for nersve uz aunuja 1—8. Y csakoj urepanu-
ju upHU KBanpar caxpzxku 6poj yder u3 A[j], koju ce ynopehyje ca Bpeanocruma
73 CHUBUX KBaJpaTa JieBo of cebe y qunuju 5. CuBe crpesnuie noxasyjy Opojese
KOju Cy MTOMEPEHN 33, je/THO MeCTO YAECHO y JUHHjU 6, a IpHA CTPEJIUIa TTOKa3yje
rae je 6poj npenmcan y suauju 8. (f) Coprupanu HU3 HA KDPajy.

WNusapujanra nerspe HaM IOMAazKe J[a CXBATUMO 3ALITO j€ AJIrOPUTAM KOPEK-
TaH. Y Be3W Ca WHBAPHWjAHTOM MET/be Tpeba /1a JTOKAKEMO TPU CTBAPH:

VManuujanmsanuja: Tepheme je Ta9HO pe TPBOT MPOJIACKA KPO3 METJhY.

Oap>xkaBame: AKO je TBpheme TagHO Mpe MPoJiacka Kpo3 MeT/by, OHJIA je TA9HO
U TIpe HapeJIHOT MPOJacKa KPO3 MeTbY.

3aspinerak: [lo 3aBpeTKy meT/be TAYHOCT UHBAPHUjAHTE TET/HE UM, 38 TTOC-
JieJuiry TBpheme U3 Kora CJIe/in /1a je ajJrOPpUTaM KODEeKTaH.



Kax cy npsa aBa TBphema TadHa OHA je MHBAPU]JAHTA IIET/HE TATHA IIPE
CBAKOI' IIPOJIACKA KPO3 1I€TJbY, Ha OCHOBY IIPUHIMIIA MATEMATUYKE UHJLyKIIHUjE.
Tpehie TBpheme je KOHaYaH M0KA3 KOPEKTHOCTH ajropurma. llormemajmo ose
TPU OCOOHMHE Y CJIy4ajy COPTHPAHA YMETAHEM.

Nanuujanunsanuja: Ha noyerky rpeba nokasaru ja je tBpheme TadyHo mpe
OpBOI MpoJiacKa Kpo3 Iersby, Kaz je j = 2. Taza ce momuusz A[l..j — 1]
cacroju camo on esementa A[l], Koju je ycrBapu IpBOOUTHHU ejileMeHAT
A[1]. Hopen tora, moguus je (tpusmjanuo) ypehen meomanajyhe. Ilpema
TOME, MHBAPUjAHTA [IE€T/hE j& TaYHA [IPE LIPBOI IPOJIACKA KPO3 LET/bY.

OppxkaBame: Cana Tpeba JOKA3aTH 14 CBAKK HADETHU IIPOJIA3AK KPO3 TIETIbY
33/IP2KABA TAYHOCT WHBAPHUjAHTE LET/be. Jaucra, y Tejy cuosbaiimbe for
netbe exementn A[j — 1], Alj — 2], A[j — 3], ... npemernrajy ce 1o jeaHo
MECTO yJeCHO, cBe JOK ce He nabe mpaso mecro 3a A[j] (nunuje 4 — 7).
Taza ce Bpeanoct A[j] kormpa Ha 10 Mecto (Jaunuja 8).

3aspinerak: llcnurajmo mta ce gemasa mo 3aBpiieTky meribe. Crosbarmmba
HeTJba Ce 3aBplIaBa KaJj| j nocrade Behe o n, 1j. Kau je j =n + 1. 3ame-
wyjyhn j ca n+ 1 y uasapujanTtu nersbe, nobujamo na ce nogaus A[l..n]
CaCTOju OJ1 eJIeMeHaTa Koju ¢y y noderky 6umu y A[l..n], amu y meonana-
jyhem noperky. Mebhyrum, noguus A[l..n] je ycrBapu neo uus! Ilpema
TOMe, 110 HU3 je COPTHPAH, IIITO 3HAYN A je aJrOPUTAM KOPEKTaH.

3.2 Ilceymokonm

3a cuenudunupame aaropuTMa KCKOPUCTUIIM CMO CHeluja i HepOPMAJIHU Je3UK,
nceygoko/. Hasogumo Heka oj npasuiia OBOI' je3UKa.

1. Veaademe pesoBa ojrosapa 0J10K0BCKOj crpykrypu. Ha npumep, for ner-
Jba KOja mouumbe og juHmje 1, cacroju ce ox juuuja 2 — 8; teno while
neT/be KOja MOYNbe Y JIUHUjU D caJp:Ku Junauje 6 — 7, aju He U JUHUjy 8.
YBibaueme JUHAja IPUMeyje ce Ha yoOnuajenn HauuH u HA if — then —
else mapenbe. Cepxa yBiadema penoBa je noehame jacuolie koza.

2. Iletsbe while wu for , kao u ycmosme mapembe if , then | else wuwmajy
3Ha4ee caudHo Kao y Ilackasy. U3yserak je ga y for newbu Gpojau-
Ka [IPOMEHJBUBA [OCJIE IPOJACKA KPO3 MET/bY 3a/IPXKABA CBOjy BPEIHOCT.
Taxo, xax ce for unewpa uz sunuje 1 (for j < 2 to n do ) 3aspuuu, 6uhe
j=n+1.

3. Tekct y BUTHYACTHM 3arpajamMa je KOMEHTap.

4. Ynan AM3a O3HAYABA Ce J0/IaBabeM WHIEKCA y YIJIACTHM 3arpajama. Ha
upumep, Ali] je i-tu unan uuza A. O3HaKa .. CIIyKU 33 U3/1BAjAHE TIOIHU3A.
Taxo A[l..j] o3nauasa noguus Husa A Koju ce cacroju oz j ejemenara A[l],
A[2],... Alj].



4 Amnanmsa ajaropurama

Anasmsa ajgropurMma mopa3yMeBa npeasubame pecypca HoTpeOHUX 338 HErOBO
MU3BPIIABAKE, U TO Hajueche BPEMEHA, OJIHOCHO MEMOPHU]CKOI [IPOCTOPA. YOIILITE,
aHaIM3upajyhu HEKOJIMKO aJIrOpUTaMa — KaH/IUIaTa 3a pellaBambe J1aTor 1pob-
Jlema, OOMYHO ce JIaKo m3/Baja HajedukacHuju. Pesysirar anannze mMoxke OUTH
Jla 1IOCTOJU BUILE OJ1 JeJIHOI' IIPUXBAT/bBUBOI KAH/IMJIATA, JIOK Ce BHUIILE JIOLIUjUX
aJropuraMma oadaryjy.

IIpernocrass/pa ce na ce ajropuraMm M3BPIIABA KAO PAYYHAPCKHU IIPOIPAM,
MHCTPYKIIMja 110 UHCTPYKIUja, 6€3 NCTOBPEMEHUX OIEPAIUja.

IIpenusnuja ananm3a 3axTeBaja Ou meduWHHCAIHE CKyMa WHCTPYKIMjA HA
padyHapy W HUXOBa Tpajama. To 6m OmyI0 mpeBHIle HANOPHO W HE OM /1aJI0
MHOrO uHpOpMaIuja MOTPEOHUX [IPU AHAJIM3M U KOHCTPYKIUju ajropurama. C
APyre CIpaHe, He CMe Ce 3JIylI0TPeOuTH MO/IEs] PAYyHapa — IITa aKo OucMo nper-
MIOCTABUJIM JIa PadyHap MMa MHCTPYKIHjy 3a coprupame? Takpa npernocraBka
je, HapaBHO, HepeasHa. Jlakie, npernocrasibahieMo Ja padyHap MOKe Ja U3Bp-
[1aBa MHCTPYKIKMje KOje MOCToje Ha 00MYHUM padyHapuMa: apurMmeruuke (cabu-
pame, O/ly3UMatbe, MHOXKEE, JeJbEIE), KOIUPAE 1I0JATaKa, UHCIPYKLKje 32
KOHTPOJ1y TOKa (ycJ0BHM U 6e3yCOBHU CKOK, 1I03UB LOTLPOIDAMA U LIOBPATAK U3
era).

Awmasm3a 9ak u jeJHOCTABUX AJTOPUTAMA Y OBAKBOM MOJIEJLY MOKE /1a TIPeI-
craB/ba m3a30B. lloTpeOHU MareMaTWyku ajiaTé Cy KOMOWHATOPWKA, TEOPHja
BepOBATHONE, MAHUITYJIANK]A Ca ANre0APCKUM U3PA3UMa U CIIOCOOHOCT IIPEIo3-
HaBaba HAJ3HAYAJHUJUX YIAHOBA y U3paldy. 300r TOra MITO Ce aJropuTaM MOXKE
[IOHAILIATYU Jpyraduje 3a cBaku Moryhw ysas, norpebHO je mMaru HA PaCIo-
Jlaramy CpEJICTBA 3a IIPE/ICTAB/bAIE HUXOBOI IOHAIIAKA jeJHOCTABHUM, JIAKO
Pa3yMJbUBUM H3PA3UMa.



4.1 Amnajnu3a copTHUpPama YMETAHEM

Bpewme norpebno 3a CopTuparmey MeTameM 3aBUCH 0/ Yila3a: COPTUPAHE XUTbALY
OpojeBa Tpaje myxke o7 coprupama Tpu 0poja. [lopex Tora, CopTuparmey metan-
jeM MOKe JIa Tpaje pa3juydnuTO aKO Ce COPTHUPA]y ABa HU3A UCTE TyKWHE, 3aBUC-
HO O/ CTeleHa KOJIUKO cy onu Beh coprupanu. VY omirreM ciydajy, Bpeme Koje
TPOLIM AJIrOpPUTAM PACTE CA BEJUYUHOM yJia3a, 1a je yobudajeHo ja ce Bpeme
W3BPIIABakhA MPOrPaMa, U3PaXKaBa y 3aBUCHOCTHU OJ1 BejuduHe yiaasa. [lpu tome
ce "Bpeme m3BpIaBama’ 1 ’BeIUYNHA yaa3a” MOpPajy MarkK/pbuBuje AeUHUCATH.

Ilojam BesmumHe ysiaza 3aBucH OJ MpOOJIEMa KOjU C€ pEIaBa. 3a MHOTE
nmpobsiemMe, Kao IITO je COPTUPAIbe, HAJUPUPOIHUjA MEPA je Opoj eaemenama iy
YAG3Y — HA TPUMED JIy2KUHA 1 HU34 KOJH Ce COPTUPA. 34 MHOTE JIpyTe npobiieme,
Kao IITO je HA MPUMEP MHOXKEHE 1Ba Opoja, TO je ykynar 6poj buma moTpedHux
Jla ce yJia3 MpeJICTaBu y OMHAPHOM OOJIHMKY.

Bpeme n3BpinaBama ajaropuTMa 3a KOHKPETaH y/a3 je O0poj IpUMUTHBHUX
onepanuja uin " KOpaka” KOju ce u3BpLIaBajy. Yobu4ajeHo je ja ce nojam Kopa-
Ka neduHHUIIE TAKO JA LITO Makhe 3aBUCU OJf KOHKPETHOI padyHapa. Y HAILIUM
npumepuma nupumenuliemo ciaejehu npucryn. 3a u3BplIaBabE CBAKE JIMHUE
TICEYI0KO/1a TIOTPEOHO je KOHCTAHTHO BpeMe. VI3BpIinaBame je/He JuHuje 3aXTEBA
Jpyradnje BpeMe O M3BPINABama ApyTe JIMHUjE, aju NeMO MPeTIOCTABUTH 3
W3BPINIABAIbE i-T€ JUHUjE TPaje C;, TJe je ¢; KOHCTAHTA.

Y nacraBky he mzpas 3a Bpeme uzBpaBama ainropurma Coprupamey me-
TabEM €BOJIyUPATH U3 KOMILUIMKOBaHE (DOPMyJ/ie KOja KOPUCTH CBE KOHCTAHTHE
IeHEe ¢; y MHOTO jeHOCTABHUjU W3PA3 KOPUINNEmeM jeJHOCTABHUjE HOTAIHUjE.
Ta jegHocraBHMja HOTanuja he Takohe omoryhurtu yrBphuBame na ju je jesan
anroputaMm epUKACHU)U O JPYTOT.

Hajupe npoueaypy CoprupameYMeTameMm JAOLybyjeMO OlEHAMa TPajarba,
uHcTpyKumja (Muuuja). 3a cBako j = 2,3,...7n HeKa t; 03HA4aBA OPOj KOJIUKO
myTa je u3ppiiex tect y while netrspu y iunauju 5 3a Ty Bpeanoct j. Komentapu
ce He W3BPINABA]y, IIa He TPOIIE BpeMe.

SortiranjeUmetanjem (A, n) neHa  6poj HOHABJbalba
1 for j «— 2 ton do c1 n

2t Alj] 1) n—1

3 {ymernyru A[j] y coprupanu uu3 A[l..j — 1]} 0 n—1

4 d+—35-1 Cy4 n—1

5 whilei >0 and Afi] > ¢ do s Dot

6 Ali+1)— Afi] 6 X —1)

7 1e—i—1 cr >ty — 1)

8 Ali+1] ¢t cs n—1

Bpeme m3BpmaBama ajaropurMa je 30up BpPEMEHA H3BPIIABAKbA CBUX WH-
crpykKuuyja. AKO ce HeKa MHCTPYLMja CacTOju OJ ¢; KOPaKa, a U3BPLIABA Ce 7
myTa, OHJIA j€ IeH JOMPUHOC YKYIHOM Bpemeny c¢;n. Jla Oumcmo mspavynasan



T'(n), Bpeme usspluasama ajiropuram Coprupamey meramem, rpeda Ja cabepe-
MO IPOU3BO/IE y KOJOHAMA UeHa U 6poj nonasmarsa, 11a je

T(n) = cln—i—cz(n—1)+C4(n—1)+C5th+062(tj—l)+
j=2 j=2
+ C7Z(tj—1)+08(’n—1).

Jj=2

Yak u 3a yjaze 3ajaTe BeJUIMHE, BDEME U3BPIIABAHA AJITOPUTMA MOXKE /13,
3aBHUCH OJ] TOra Koju yja3 Te BesnuuHe je 3anar. Ha mpumep, 3a ajaropuram
CoprupameYverarmeM HAjOO/bU CIIy4aj je Kaz je Hu3 Beh coprupan. 3a CBAKO
Jj=2,3,...,n ucnocraspa ce na je Ali] <ty auamju 5 TauHO Kas i MMa CBOjy
nouerny speanocr j — 1. Ilpema tome, t; = 1 3a j = 2,3,...,n, 1a je speme
M3BPIIABabA Y HAJOOIbEM CIIy4ajy

T(n) can+cea(n—1)+csn—1)4+c5(n—1)+cg(n — 1)
= (ar4+cat+ca+cs+ceg)n—(ca+ca+cs+cs).

OBO BpeMe U3BpLIABAbA MOXKE Ce U3PA3UTH y OBIMKY an + b 3a HEKe KOHCTAHTE
a u b, xoje 3aBuce oz ueHa Hapeadu ¢j; BpeMe u3BplIABaba je JaK/e JNHeapHa
dyuknuja ox n.

Axo je mm3 ma mouerky omamajyhu, nobuja ce majropu ciaydaj. Ememenar
A[j] Mopa ce ynopeauTn ca cBakuM ejieMenToM noguusa Afl..j — 1], ma je t; =
jsaj=23,...,n Homroje Y70 oj =nn+1)/2—1u 3 ,(j—1) =
n(n —1)/2, nobujamo na je y HajropeMm Caydajy BpeMe M3BPLIABAA AJITOPHTMA
Coprupame Y MeTameM jeTHAKO

1
T(n) = can+cm—1)+cu(n—1)+cs <%_1)
n(n—1 n(n—1
+ Cg (7) +C7 (7) +08('I’L—1)
2 2
- (%5+%6+%)n2+(Cl+02+c4+%5_c2_6—%7+68)n

—(02 +cq4+c5 + Cg).

OBo BpeMe uM3BpILIABAIbLA MOXKE Ce u3pasurTu y obiuky an’? + bn + ¢ 3a Hexe
KOHCTaHTe a, b u ¢ Koje 3aBuce o LieHa HapeabH C;; BpeMe U3BPILIABAIba je
Jakie KBagpaTHa dyHKIu@ja oj n.

4.2 Amnanm3sa Hajroper u IPOCEYHOI CJIydaja

Y cupoBeneHO] aHAJW3W COPTUPAA YMETAmEeM pa3MaTpajyu CMO #U Hajoosbu
caydaj, kaa je au3 Beh copTupaHn, u HAJrOpHU Caydaj, KaJ je Hu3 COPTUpPAH 00p-



HyTHUM peiocenom, onagajyhe. Ilpunnkom anammse aaropurama OOMIHO ce pas3-
Marpa camMo BpeMe m3BpIllaBama y HajropeMm ciry4ajy. Ilocroju Hekosimko
apryMeHarTa 3a OBaKaB MPHUCTYII.

e Bpewme m3BpmaBama aJropuT™Ma y HAJTOPEM CIyUajy je TOpHA TPAHUIIA 32
Bp€eMe U3BPIIaBaba aJIropUTMa 3a 6110 KOju yJia3 ucTe BejndnHe. 3uajyhn
TO, IMAMO TapPAHIU]y [1a W3BPINABake aJroputva Hukaja wehe Tpajaru
BULLIE OJ], LIPOLEILEHOI BPEMEHA.

e 34 HEKe AJTOPUTME Ce HAJrOpH CJlydaj jelaBa npuindno decro. Ha npumep,
LPUJIMKOM TPakerha KOHKPETHOL IIOJATKA y 643U 110/1aTaKa, HAjTOPH CJ1y4aj]
je KaJ Tor mojarka Hema y 0asu. Y HEKMM [PUMEHAMA [PETPaKUBAIbA
6a3a 1mojilaTaka Tparkeme OJ/ICYTHOT II0JIaTKA MOXKe Jia OyJie 4ecT ciydaj.

e "IIpocevan ciy4aj” je 9ecTO MCTO TOJMKO JIOII KOJIMKO U HAJTOPH CJIydaj.
IIpernocraBuMo f1a HA CayYajaH HAYUH n3abepeMo 1 OPojeBa 1 TPUMEHUMO
HA BUX coprTupame ymerameM. Kosinko Tpeba BpeMeHa j1a ce oJapesu rie
je y momamsy A[l..j — 1] mecto 3a ymerame enementa A[j]? ¥V mpoceky
je nona enemenara A[l..j — 1] mamwe ox A[j], a nona je ehe on mera. Y
npoceky Tpeba IpoBepuTH HoJsa Wwianosa Husa A[l..j — 1], ma je t; = j/2.
Ako 0By aHAIM3y MPOCEYHOT CJIyYaja CIPOBEIEMO JI0 Kpaja, J100ujaMo 1a
j€ TTpoCevYHO BpeMe m3BpIaBarma Takohe KBaaparHa QyHKHUjA O 71, KAO U
Yy HajropeMm cJjiy4ajy.

4.3 Dbpsuna pacra

[Ipuimkom anasmse coprupama yMeTamheM KOPUCTUIM CMO HEKa, yuporthaBama
3acHOBaHA Ha yommTaBamy. Hajmpe, 3amemapuBain CMO CTBapHe Il€HE TIOje-
JWHUX WHCTPYKIWja, KOPUIINEmeM KOHCTaHTH ¢; 33 MPEICTAB/hAbe FHUXOBUX
meHa. 3aTUM CMO 3aTMA3WIn Ja HAM T€ KOHCTAHTE TPYIKajy BHUINE AETA/ba HETO
WTO HaM je HOoTpebHO: BpeMme u3BplIaBaiba je an’ 4+ bn + ¢ 3a HeKe KOHCTaHTe
a, b u ¢ Koje 3aBuce oj1 eHa MHCTPpYKIWja ¢;. [Ipema Tome, Mu ¢MO urHopucaiu
HE CaMO CTBApHE 1IEHEe MHCTPYKIM]a, HErO U AllCTPAKTHE LEHE C;.

Caza hemo yuunutu cienehe ynpomherme 3aCHOBaHO Ha yomninTaBamwy. Pasu
ce 0 TOMe Jla HAC 3aHMMa CaMO OpP3MHM pacTa OJJHOCHO MOpeJaK pacTa Bpe-
MeHa M3BpIIaBaba. 300r TOra MH pa3Marpamo camo Bojehu uman (anp. an?),
J€D Y4JIAaHOBM HUZKED PEeJa MOCTAjy 3aHEeMAPJ/bUBH 34 Besiuke Bpeanoctu n. Ilpema
TOME, MU KAXKEMO J[a, Ha [IPUMED, COPTUPAHE YMETAhEM UMa, BPEME U3BPIIABA-
ma O(n?) y majropem ciayuajy. OBy o3naxy kopuctuhemo HedopMasIHO, HAKO je
Jako medunarcaTy je u npenu3no. OOMIHO cMaTpaMo jegaH aaroputam epurac-
HUJUM O] IPYTOT aKO HE€rOBO BPEME W3BPINIABAA UMa, Malby Op3uHy pacra. 300K
KOHCTAaHTHUX (PAKTOPA U 3aHEMAPEHUX YIAHOBA HUXKED PeJia, OBA IPOIEHA MOXKE
OuTu norpermina 3a maje n. MehyTum, 3a J0BO/bHO BEJUKE yJia3e ce HA IIPUMED
©(n) aaropuram msspmasa 6pske o1 O(n?) amropurma.
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5 KoHcTpyKnuja aJropuTaMa IIpuMeHOM pa3Jia-
ramba

IlocTojn Bute TexAMKA 3a KOHCTPYKIHjy anroputama. Ko coptupama ymeTan-
jeM kopuiiheH je MHKPEMEeHTAaJIH! TPUCTYII: 0j1a3eNu 0] COPTUPAHOT TIOTHI3A,
A[l..5 — 1], mu ymehemo napeanu eslemenar A[j] va onrosapajyhe mecro, u Tako
J101a3uMO0 110 coprupanor nogausza A[l..j].

Caza hemo pasMOTpUTH APYIM HPUCTYI KOHCTPYKIUjUA AJIrOPUTAMA, 3aC-
HOBaH Ha pasjiaramy yiasHux nogaraka (enrsiecku divide-and-conquer). Ko-
puctehn OBaj MpUCTYII, HOA3U CE 10 AJTOPUTMA 33 COPTUPAIbE YHje je BpeMe
MW3BPIABAha MHOTO Marbe€ HETO 3a COPTHPAIHE yMETameM. AJropuTMu 3aCHO-
BAHU HA OBOM IIPUCTYILy MMAjy IPEJHOCT JIa CE€ HhUXOBO BPEME U3BPIIABAHA
JIAKO o/ipehyje y BeoMa OIIITEeM CJIydajy.

MHOru KOpUCHU AJITOPUTMU UMAjy PEKYP3UBHY CTPYKTYPY: jia Ou pernniiu
maru npobJieM, OHM TO3UBajy cebe ma Ou 0Opaauiu OJIMCKO MOBE3aHE TIOTIIPOO-
smeve. TakBu ajropuT™Mu 9€CTO KOPUCTE MPUCTYIT 3ACHOBAH HA pa3Jjiaramy: OHU
pasbujajy mpobireM HA HEKOJUKO CJMYIHUX, AU MAbUX MIOTIPOOJIEMa, peraBa-
jy BX pEeKyp3uBHO, a OH/Ia KOMOWHYjy OBa pelrema j1a 0u hOPMHUPATH PEIIEHE
OJIa3HOT IpobJIeMa.

IIpuctyn 3acHOBaH Ha pazjaramy yK/bydyje TPH KOpaka Ha CBAKOM HHBOY

pekyp3uje:
Paznaramwe npobsiemMa HA HEKOJIMKO MAambUX MOTIIPOOIIEMa.

Pekyp3uBHo pemiaBambe normnpobiiema. Y ciydajy Kaj je BeJIHUMHA IIOT-
npobsieMa J0BOJBPHO MaJia, HMOTIPOOJIEM Ce pellaBa JUPEKTHO, Tj. U3J1a3H
ce U3 peKypauje.

KomMmbunoBame permemna norupodieMa ja 0u ce J100HI0 peleme I0Ja3HOT
pobsema.

Asropuram copTupame 00je/IubaBambeM JAUPEKTHO PEATU3yje OBY TEXHUKY.
NuarynTuBHO, OH ce u3BpIIaBa Ha cieaehn HaYnH.

Paszmarame: Huz nyxune n xkoju tpeba copruparn JAeu e HA JIBA ITOTHU3A
JLy?KuHe 10 n/2.

PemraBarbe mornpobsema: /IBa mogHu3a ce PEKYP3WBHO COPTHPAJY IIPU-
MEHOM HCTOT aJI'OPUTMA.

KombunoBame: /[Ba n100ujena copTupana moaHA3a C€ 00jeIubaBajy, U TAKO
ce 100uja COPTUPAHU TIOJIA3HA HU3.

W3 pexyp3uje ce uzna3u KaJ MOJHI30BYU KOje Tpeba COPTUPATH UMAjy JLy KUHY
1: TakBu HU30BU cy Beh copTupanu.

Kipy4ana onepanuja y 0BOM ajiropurmy je objeumbaBambe 1Ba COPTUPAHA HU3A
y Kopaky ”kombuaOoBame” . Jla 6ucMo u3spiuuiin o0jenmbaBame, KOPUCTUMO I10-
mohiny npouenypy OBJEDINJAVANJE(A,p,q,r), tae je Auus, ap, qur cy
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MHJIEKCH 41aHoBa Hu3a A, taksu ja je p < q < r. I[Ipoueaypa upernocrasiba ga
cy moguu3zosu Ap..ql u Alg+ 1..r] Beh coprupanu. Ilponenypa ux oGjeaummyje
y jelaH cOpTHpaHu IOAHU3, KOju 3aMemyje Tekyhu moguus A[p..r].

ITpouenypa OBJEINbABAIBE usspiuasa ce 3a Bpeme ©(n), rae je n =
r — p + 1 6poj enemenara koju ce o0jeaumbaBajy, u pagau Ha cjegehn HadwmH.
Bpahajyhu ce Ha MmoTHB ca KapTama, IIPETIIOCTABAMO J1a, Cy Ha CTOJIY JBE TOMUJIE
Kapata jiuieM okpenyTum zHapuiie. Q6e roMusie cy COPTUPAHE, TAKO J1A j€ HajMa-
Ba KapTa Ha BpXy. Ham nusb je ma 06jeIMHrMO 1Be TOMMUJIE ¥ jeJHY COPTUPAHY
W3/Ia3Hy TOMWIY, Vv K0joj he kapre Outm OkpenyTe juieMm Hauuxke. OCHOBHU
KOpaK je m300p Mame Of JBe KapTe Ha BPXy TOMWJIA, CKUIAE T€ KapTe Ca
romuiie (4uMe ce OTKPUBA HAPE/HA KAPTa HA MCTOj FOMUIIM) U HEHO 1pebanu-
BAIbE JIMIEM HAHUKE Ha u3Jia3Hy romuity. OCHOBHU KOPAK Ce LHOHABJbA CBE JIOK
ce He MCIPA3HU je/Ha OJf yJIA3HUX I'OMMJIA; TA/IA Ce JPyra yjla3Ha IOMUJIA Ipe-
Oalyje JIUIEM HAHVIKE HA, W3JIA3HY TOMUJIY. 33 U3BPIIABAKE CBAKOD OBAKBOT
KOpaka TMOTpeOHO je KOHCTAHTHO Bpeme, jep ce ymopelyjy camo mBe Kapre Ha
Bpxy romua. Ilomro je 6poj OCHOBHEX KOpaKa KOjU C€ M3BPIIABAjYy HA]BUIIE 7,
BpeMe M3BpIIaBaba 0bjenumaBama je O(n).

Hapeamu nceymnokos peanusyje ropmwy #uiejy, y3 JOMYHCKA TPUK KOjU OMO-
ryhyje ma ce m3berue moTpeda a ce y CBAKOM OCHOBHOM KOPAaKy IPOBEPABA 114
JIU je jeHa OJ TOMWJIA UCIpaxKmena. Vaeja je ma ce na auo 00e rommie Kaparta
CTaBYW TPAHUYHUK, KapTa KOja Ca/IPKU CIEINNjaJTHY BPEIHOCT, KOjy KOPUCTUMO
Ja 6ucmo yupocrusu ko, OBJie Ka0 BPEJHOCT I'PAHUYHUKA KOPUCTUMO 00, TAKO
Ja Ka/l je Ta KapTa Ha BPXY I'OMWJIe, OHA HUKAJ HE MOXKE OMTU Mamba OJf JApyre
KapTe, CeM aKO Ce W Ha BpPXy Jpyre TOMUJE Hajla3W Ta BpemHocT. Aju Kaza
ce TO JIecd, CBe OCTaJie KapTe CeM TDAHWYHUKA Cy Beh mpebadueHe Ha U3JIa3HY
romuay. IlomTo Mu yHampes 3HaMO [1a Ha W3Ja3HY TOMUJIy Tpeba mpebamuTu
TayHO T — p + 1 Kapara, 3ayCraB/baMO Ce y TPEHYTKY Ka/I U3BPIIMMO TOJIHKO
OCHOBHHMX KOPAaKa.
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OBJEDINJAVANJE(A,p,q,7)
ni—q—p+1
Ng T —¢q
kpenpatu Hu30Be L[1..my + 1] u D[l..ny + 1]
for i — 1 to n; do
L[i] — Alp+i—1]
for j — 1 to ny do
Dlj] — Alg+
Liny +1] « o0
Dlns + 1] « oo
1+ 1

0 O Uik Wi

)
= O

J—=1
for k — p to r do
13 if L[i] < DJj] then

—
[\)

14 Alk] « L[i]

15 te—1+1

16 else A[k] — D[j]
17 jeg+1

IIpouenypa OBJEJNIBABAIE paju na cienehiu nauunn. Y junuju 1 us-
padyHaBa ce MyxKMHA Np nogHu3a Alp..q], a y JauHmMju 2 KyKuHA N2 IOJHU3A
Alg + 1..r]. Barum ce xpeupajy Huzosu L u D ("aesun” u ”gecun”), nyKuHa
n1+1, onaocHo ng+ 1, y sunuju 3. Ilerspa for y amanjama 4 —5 xonupa 1noiHu3
Alp..q] y L[1..n1], a mewpa for y nurnjama 6 — 7 konmpa noguu3 Afg + 1..r] y
DI1..nz]. Jlunuje 8 —9 ynucyjy rpanuunuke y auzose L u D. Jluauje 10— 17, kao
LITO je HPUKA3aHO Ha cimKama 3. u 4. u3Bpmasajy 7 — p + 1 OCHOBHUX KODAKa,
onpzkaBajyhu cienehy nHBapUjaHTy IIE€T/bE:

Ha mnouerky cBakor mposacka kpo3 for merspy y nmuamjama 12 — 17 nogaus
Alp..k—1 cagpxku k — p HajMamux enemenara Hu3osa L[1..ny+1] u D[1..ny+1],
u To y coprupanom noperky. Ilopen tora, L[i] u D[j] cy najuamun enementn y
oaropapajyhum Hu3oBuMa MeDhy eJleMEeHTHMA KOjU jOII HUCY KOIUPAHU HA3I, Y
A.

ITokazahemo caga /1a je vHBapujaHTa MET/bE TAYHA MIPE TMPBOT MPOJIACKA KPO3
for mnerwy y nmuujama 12 — 17, 1a mHBapujaHTa OCTaje TavdHA IIOCJIE CBAKOL
IpoJiacKa Kpo3 IeTJby, U Ja je MOocjeauna NHBAprjaHTe TBpheme U3 KOra CJie/u
KODPEKTHOCT AJIFOPUTMA KaJi C€ [€T/ba 3aBPIIU.

Manuujanusanuja: [lpe npsor nposacka Kpo3 netpy je k = p, na je nogamus
Alp..k — 1 npazan. Osaj npasan nouuus caapxu k — p = 0 Hajmamux
enemenara u3 L u D, na nomro je ¢ = j = 1, L[i]| u D[j] cy najmamn ene-
MEHTH Y CBOJUM HM30BHUMA KOju HUCY OuJin Konupanu Ha3an y A. Tepheme
j€ TavHO Ipe MPBOI IPOJIACKA KPO3 IeTJbY.

OgapxkaBampe: Jla OucMo ce yBepu/in /1a CBaKHU IIPOJIA3aK KPO3 METJbY OPIKABA
MHBADHJAHTY NET/he, npernocraBumo Hajupe na je L[i] < DI[j]. Tama je
L[i] najmamwu ejnemenar mely OHMMA KOju jOII HHUCY KOIMDAHU HA3al y
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Figure 3: M3spmaBamwe Jsmamja 10 — 17 #npuamkom — 1o3uBa
OBJEDINJAVANJE(A,9,12,16) kama momum3 A[9..16] campxu Hu3
(2,4,5,7,1,2,33,6). Ilocne konuparma 1 ymerama MpaHUIHUKA Caap:Kaj Hu3a L
je (2,4,5,7,00), a canpxkaj uusa D je (1,2,3,6,00). Cerio 060jeHu ejiemeHTH
Hu3a A caJprke CBOje KOHAYHE BPEJHOCTH Koje Tpeba kKouuparu Hasazg y A.
Ilocmarpane 3ajeano, cserio obojeHe IO3WIMjE y CBAKOM TPEHYTKY CAJIpPZKe
BPEJHOCTH KOje Cy Ha moverky Ouse y A[9..16], 3ajemno ca nBa rpaHuIHUKA.
BaraMmmene no3uiyje y A caapike BpeaHOCTH Koje he OMTH Tpenucane HOBUM
caapxkajem, a 3aramibene nosunuje v L u D caapke BpeaHOCTH KOje Cy Beh
6usne npekonmpane Hazan y A. (a) — (h) Huzosu A, L u D u oarosapajyhin
unjekcu k, ¢ U j Ope CBaKOT MPOJIacKa Kpo3 mewby y juaujama 12 — 17. (j)
Huz0BM ¥ MHAEKCH NIPUJIMKOM 3aBpIIETKA. Y TOM TPeHyTKy je nomum3 A[9..16]
coprupad, a asa rpanudHuka y L u D y jeiunu ejeMeHTd y OBUM HU30BUMA
KOjH jOIIl HUCY KOTmupaHu Ha3am y A.

A. Tlowrro Alp..k — 1] canpxu k — p HajMamux ejgeMeHaTa, Kaua ce y
suaunju 14 L[i] npexonupa y A[k], nomaus Alp..k] canpxahe k — p + 1 naj-
mamux ejemenara. [losehasamwe 3a 1 Bpegnocru k (Upuiukom noBparka
y for nerpu) u j (y junuju 15) oOHaB/bA TAYHOCT MHBAPHUjAHTE IIET-
Jbe 3a cinenehu nponasak. Axo je mak L[i] > D[j], onna auuuje 16 — 17
M3BPILIABAjJY OHO ILITO j€ HEOIIXOJ/HO JIa Ce OJIP2KU MHBAPUjAHTA 1IETIHE.

3aspmierak: Ha kpajy je £ = r + 1. Ha ocHoBy mHBapujaHTe 1€T/be MOTHU3
Alp..k — 1], wro je ycrBapu Alp..r|, campxu k —p = r — p + 1 HajMamux
enemenara u3 L[l..ny + 1] u D[l..ng + 1], u To y copTHPaHOM HOPETKY.
Huzosu L u D caapxke 3ajeqso ny + ne = r — p + 3 enemenara. Cu
ceM [1Ba OJ1 BUX KOMHPajy ce Ha3ad y A, a Ta nsa Hajseha esemMeHTta Cy
TDAHWYHUIIA.
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Figure 4: N3spmasame mmamja 10 — 17 OpuamkoM — IO3WBA
OBJEDINJAVANJE(A,9,12,16), apyru zeo.

Ja 6ucmo ce yeepuiu 1a je Tpajame npoueaype OBJEINBABABE O(n),
rjge je n = r —p+ 1, upumerumo ja ce JimHuje 1 — 3 u 8 — 11 usspiuasajy
3a KOHCTAHTHO BpeMme, Ja usBpliaBatbe for newbu y Jmnujama 4 — 7 Tpaje
O(n1 + n2) = O(n), kao u ja ce kpo3 for unewpy y junujama 12 — 17 uposasu
n myTa, IPU YeMy CBAKHU MPOJIA3aK TPOITH KOHCTAHTHO BPEME.

Cama moxkemo gma uckopuctumo nporenypy OBJEINBABAE kao nor-
mporpaM y ajropurmy 3a coprupame objeaumaBameM. IIporesypa

SortiranjeObjedinjavanjem(A,p,r)

coprupa enemenre y noguusy Alp..r]. Axo je p > r oHma mogHU3 MMa HAjBUIIE
jelaH eJIeMeHT, Ta je mpema ToMme Beh copTupaH. Y MPOTHBHOM, KOPAK pa3Ja-
rama jeJlHOCTaBHO M3padyHaBa MHIEKC ¢, Koju pasasaja Alp..r] y aBa nopnusa:
Alp..q] ca [n/2] enemenara, u Alg+1..r] ca [n/2| exemenara. Osze [z], omHoc-
HO |z o3HauaBajy penoM HajMamu 1enu 6poj Behu uiu jefHAK Of &, OZHOCHO
Hajsehu nesim 6poj Mamby WK jeTHAK O .

SortiranjeObjedinjavanjem(A, p,r)

1 if p <r then

2 q—Llp+7)/2]

3 SortiranjeObjedinjavanjem(A, p,q)

4 SortiranjeObjedinjavanjem(A,q + 1,7)
5 Objedinjavanje(A, p,q,r)

Ha 6ucmo m3ppmmin coprupame nenor Huza A = (A[l], A[2],..., A[n]),
nosusamo SortiranjeObjedinjavanjem(A, 1,n). Ciouka 5. uiycrpyje us3Bpiia-
Bambe LPOLELYPe 00310 HABUIIE KAJA je 1 CTeleH JABOjKe. Y aJlrOpuTMy ce
objeumaBajy napoBu 1-4jIaHUX ITOAHU30BA Yy JBOYUJIAHE ITOAHU30BE, 3aTUM CE
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00jembaBajy IapoOBH IMOIHAB0BA JIYKHUHE 2 y MOJHA30BE AyKuHe 4, U TaKO Ja-
Jbe, CBE JIOK Ce Ha KPajy ABa LOJAHU3A JAy2KuHe 1/2 He 00je/luHe y HU3 JLy2KUHE
n.

sorted sequence

merge \

1 2 6
l |

/.1,8.@\ VAN

2 5] 4 7 3] [2__6]

A R 14 X
'/ﬁwrgc muzc\ /f mer \

/ITICI e e
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initial sequence

4 7
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UI
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Figure 5: Pesynarar upumene coprupama objeaumbaBambeM Ha Hu3z A =
(5,2,4,7,1,3,2,6). dy:kuHe COPTHpPAHUX IIOJHU30BA KOju ce o0jeaumaBajy
PACTy Ca HAMIPEIOBAFHEM AJTOPUTMA OJI03/10 HABHUIIIE.

6 Amnaausa ajiropuraMa 3aCHOBAHUX Ha pasJia-
ramy

Kaza anropuram cajip»ku peKyp3MBHU HO3UB CaMOr cebe, HheroBo Bpeme u3Bp-
IABAbA €€ YECTO MOXKE OlMCATU PEKYPEHTHOM PeJaljoM, KOja M3PAKaBa
YKYITHO BpeMe U3BPIIaBamba Ha TPOOJIEMY Ca Y/Ia30M BeJIMYWHE 711 TIPEKO BPEMEHA,
W3BPIIABakha HA MABUM yja3uMma. 1aja ce OBaKBe PEKYPEHTHE DEJIalfje MOry
pemnTu g2 6u ce g106mIa rpaHuia 3a e(PUKACHOCT aJrOPUTMA.

PekypenTHa pesnanuja 3a BpemMe U3BPLUIABABA AJTOPUTMA 3aCHOBAHOL HA, Pa-
3jaramwy ojpeheHa je ca Tpu OCHOBHA KOpaKa OBAKBOr Jiaropurma. Heka, xkao
u panuje, T'(n) o3HauaBa BpeMe M3BpIIABAKbA HA yJa3y Beaudune n. AKo je
BEJIMYMHA yJa3a JOBOJHHO MaJia, HIp. n < ¢ 33 HEKYy KOHCTAHTY C, IUPEKTHO
pelnaBame Tpaje KOHCTAHTHO BpEMe, IITO ce Moxke Hamnucatu kao O(1). Iper-
IIOCTaBHMO JIa C€ pasJjiarameM yiada gobuja a normpobseMa, O KOjuX je cBa-
ku b uyra mamu oy nosnassor. (Y anropurmy coprupama o0je/urbaBarbeM je
a = b = 2, aju TIOCTOje NpPUMEPU OBAKBUX aJrOpUTAMa y KOjuMa je a # b).
Axo ca D(n) o3naunmo Bpeme 1OTpeGHO Ja ce yna3 pasioxu, a ca C(n) na
ce KOMOWHY]y pelremha mOTIpo0eMa y peleme moJIa3Hor npobiema, 100ujamo
PEKYDPEHTHY peJslalujy

| (), n <c,
T(n) = { aT(n/b) + D(n) + C(n), n>c.
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6.1 Amnajnu3sa copTupama 00jegumbaBambEM

WNako mceymokon 3a copTupame 00jenbaBame UCIPABHO Pad U aKO [IyKUHA
HU3a HUje TapHa, aHaJN3a pellaBabeM PEKYyPEHTHE pesialije ce 0jeTHOCTABIbY-
je aKo ce TPETMOCTAaBH Ja je MOYeTHA JTyKWHA HU3A CTEMEH TBOjKE.

Caga hiemo usBecru pekypenrHy penauujy 3a T'(n), oueny BpeMeHa U3BpILA-
Baba COPTUPaba 00je/iumbaBabeM y HajropeM ciydajy. Coprupame jeHO9IaHor
HU3a Tpaje KOHCTAHTHO Bpeme. Ako Tpeba coprupatu n > 1 ejeMeHara, Bpeme
W3BPIIABAKHA PA3IAKEMO HA CJieeNn HAYUH.

Pazsrarame: OBaj kopak n3padyHaBa CpeJWHY HHU3a, 114 C€ U3BPINABA 38 KOH-
cranTHo BpeMme. lakie, D(n) = O(1).

PemnaBame nornpobiaema: /Ipa nomumsa mykuHe n/2 ce PEKyP3UBHO COD-
TUPajy IPUMEHOM UCTOT ajropur™a, mro tpaje 27 (n/2).

Kom6unoBamwe: Bujenn cmo fa u3spinasaie nporeaype OBJEINH ABAH-
JE na noxnus ayxuue n rpaje ©(n), ua je C(n) = O(n).

Cabupajyhu dbyskuuje D(n) u C(n) NpuiukoM aHaju3e COpTHparba 00jeIuiba-
Bama, Mu cabupamo jeany dbyuxuujy Koja je O(n) ca jeanom dyHKuujom Koja je
©(1). 36up je muueapua dbyukuuja ox n, ogrocuo O(n). IIpema Tome, Tpaxkena
PEKypeHTHA peJialiyja je

_ 6(1)5 n=1,
T(n) = { 2T (n/2) +cn, n>1.

r7le je ¢ yTPOIIEHO BPEME IO eJIEMEHTY HU3a y KOpallMa pasJiarama U KOMOH-
HOBAbHA.

Curka 6. nokasyje Kako ce MOXKe PELIUTH OBa PEKypPeHTHA peJianuja. 360r
jeTHOCTABHOCTH, MPETIIOCTABUMO J13, je 1 creneH aBojke. [leo (a) ciuke npukasy-
je T'(n), uspas koju je y neny (b) pasBujen y eKBUBAJEHTHO CTabJI0 KOje Ipeji-
CTaB/ba PEKYPEHTHY pesanujy. an cn je y kopeny (Tpajare HajBUIIer HUBOA
pekyp3uje), a nBa noacrabia cy Tpajama JBa Mama PeKypenTHa nosusa T'(n/2).
Heo (¢) nokasyje pe3yaraT mpuMeHEe HCTOr MOCTynKa nocie passoja T'(n/2).
Tpajame cBakor 4Bopa Ha JAPyrom HEHBOY pekypswuje je cn/2 HacraBmamo ca
pPa3BHjarbeM CBAKOI YBOpA CTabJjia HEeroBUM Da30HjareM Ha CACTaBHE JeJI0BE
onpeljere peKypeHTHOM PeJIAInjoM, CBe JOK BeJNUrHE TIOTHU30BA He 1ohy 10 1.
Heo (d) nokasyje KoHAYHO CTAOJIO.

Ilocsie Tora mu cabupamo 1ieHe Ha CBAaKOM HUBOY ctabJjia. HajBuiim HuBO uma
neny cn; cnenehu uuBo uma neny c(n/2) +c¢(n/2) = en cnepehin HuBo MMa nexy
c(n/4) + c(n/4) + c(n/4) + ¢(n/4) = cn, wra. Yonmire, HUBO ¢ WCIOJ KOpPEHA
uma 2° uBoposa ca 1enom c(n/2%), ma je yKynHa IieHa CBUX 4BOPOBa HA i-TOM
HUBOY MCIOJI BpXa jegnaka 2°c(n/2%) = cn. Ha HajHuzKeM HUBOY MMa 1 YBOPOBA
ca IEHOM ¢, 114 je IBhUXOBA YKYIHA IIEHA CT.

VYkynaun 6poj nusoa y ”crabiuy pekyp3uje” Ha ciaunu 9. je logn + 1, mro ce
JIAKO TOKa3yje muayknmjom. Jla 6ucMo 100uium pememe peKypeHTHe pealuje,
Tpeba Jja cabepeMo IieHe HAa CBMM HMBOMMA OBOT cTabsa. YKymHO uMma logmn +
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Figure 6: Koncrpykuuja crabna pekypsuje 3a peKypeHTHy penauujy T(n) =
2T (n/2) + cn. Heo (a) npukasyje T(n) KOju ce IPOIpPECUBHO pasjaxKe y Je-
gosuma (b) — (d) pa 6u ce 106m10 crabiio pekypsuje. IloTiyHO passujeHo cra-
6110 pexypauje y meay (d) mma logn 4+ 1 muBoa (omrOCHO MMa BUCHHY log n, Kao
IITO je HA3HAYEHO), a 30Mp BPeMeHa y CBUM YBOPOBMMA HA UCTOM HHUBOY j€& Cn.
Vkyuna cyma je, upema Tome, cnlogn + cn, wro je ©(nlogn).

1 muBoa ca nenom no cn, na je ykynsa uena cn(logn + 1) = cnlogn + cn.
3anemapyjyliu 4ian HMXKEr pejla M KOHCTAHTY ¢, pobujamo pesyarar T(n) =
O(nlogn).
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