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1 Realni brojevi u pokretnom zarezu

Realni brojevi se zapisuju u fiksnom zarezu kada pripadaju intervalu oblika [—d,d] gde je d neka vrednost.
Ovaj nacin zapisa nije pogodan za jako velike ili jako male realne brojeve, kao ni za realne brojeve sa velikim
brojem cifara u razlomljenom delu. U takvim slu¢ajevima se koristi drugacija reprezentacija realnih brojeva.

Kroz istoriju razvoja racunarstva je predlozeno i koris¢eno nekoliko razlicitih zapisa realnih brojeva, ali je danas
u $irokoj upotrebi samo zapis realnih brojeva u pokretnom zarezu (eng. floating point).! Realni brojevi
u pokretnom zarezu se predstavljaju pomoc¢u osnove 3 (koja je uvek parna) i preciznosti p. Na primer, ako
je B=10 i p=4 tada se broj 0.4 predstavlja kao 4.000x10~!, a ako je =2 i p=10 tada se dekadni broj 0.4
moZe predstaviti samo u aproksimativnom obliku 1,100110011x272. Predstavljanjem brojeva u pokretnom
zarezu omogucuje se zapisivanje vrlo velikih ili jako malih brojeva pomoc¢u malog broja cifara. Na primer, broj
564,000,000,000,000,000,000,000,000 se predstavlja kao 5.640x10%, dok se broj 0.000000000000000564
predstavlja kao 5.640x 10716,

U opstem slucaju broj u pokretnom zarezu se predstavlja u obliku
tdy,d_yd_y...d_(, 1B

gde se dy,d_1d—,...d_,_) naziva znacajni deo (eng. significand),? B osnova, e eksponent i p preciznost. Niz cifara
u razlomljenom delu broja se naziva frakcija. Znacajni deo se zapisuje u brojcanom sistemu sa osnovom [, tj.
0 <d; < . Zapis broja za koji vazi da je dy # 0 se naziva normalizovan.

Za predstavljanje realnih brojeva u savremenim racunarima se koriste vrednosti B=2, B=10ili f=16. U sva tri
slucaja eksponent se kodira u binarnom broj¢anom sistemu dok se vrednost za § ne ¢uva eksplicitno jer je ista
za sve brojeve koji se zapisuju. Ako se za zapis brojeva koriste registri veli¢ine 32 bita, tada se kaze da je broj
zapisan sa jednostrukom precizno$¢u, ako se koriste dva registra (64 bita) tada je broj zapisan sa dvostrukom
preciznos$cu, a ako se koriste Cetiri registra (128 bita) tada je broj zapisan sa Cetvorostrukom precizno$c¢u. Rad sa
precizno$éu vecom od dvostruke nisu u prethodnom periodu podrzavali svi procesori. Ova moguénost postaje
Sire dostupna tek sa pojavom 64-bitnih mikroprocesora, a sa usvajanjem standarda IEEE 754-2008 postaje
obaveza proizvodjaca mikroprocesora. I sami termini jednostruka, dvostruka, Cetvorostruka... preciznost vode
poreklo iz vremena kada je duzina registra procesora bila 32 bita. Danas, kada su 64-bitni procesori preuzeli
primat na trzistu nazivi su ostali u upotrebi, mada ne daju ispravnu sliku o duzini polja koja se koristi za zapis
podataka. U tom smislu, ispravnije je koristiti broj bajtova (4, 8, 16, ...) kao reper za veli¢inu prostora.

Zapis brojeva u pokretnom zarezu

Kroz istoriju razCunarstva korisc¢eno je vise oblika zapisa brojeva u pokretnom zarezu. U opsStem slucaju, svi
zapisi se mogu podeliti u tri grupe (slika 1). Kao najpogodniji za rad na procesorima opSte namene pokazao
se prvi od navedenih formata. Detaljnije informacije o karakteristikama sva tri na¢ina zapisa, kao i ra¢unarima

Iprimeri drugih nadina zapisa su pokretna kosa crta (eng. floating slash) i oznadeni logaritam (eng. signed logarithm). Zbog teskoéa pri
implementaciji i sporosti izvodjenja aritmetickih operacija ovi zapisi su napusteni i koriste se samo na malom broju sistema ([3]).

20vaj termin, koji su uveli 1967. godine Forsythe i Moler je u potpunost zamenio stari termin mantisa (preciznije, ako je broj X bio
predstavljen u pokretnom zarezu kao X = mf¢, tada se m nazivalo mantisa, a e eksponent u zapisu broja X).
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Slika 1: Formati zapisa realnih brojeva u pokretnom zarezu na razli¢itim ratinarima kroz istoriju
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Kao Sto je receno, realni brojevi su u racunarima zapisivani na vise razli¢itih nac¢ina. Uz to, proizvodjaci
racunara su primenjivali razlic¢ite algoritme pri zaokruzivanju vrednosti, izracunavanju elementarnih funkcija i
izvodjenju osnovnih aritmetickih operacija. Zbog toga je prenosivost numericki intenzivnih programa izmedju
razlicitih racunarskih sistema bila slaba, ¢esto uz razliku u rezultatima izvrSavanja takvih programa. To su bili
glavni razlozi usvajanja standarda za predstavljanje i zapis realnih brojeva u racunarima. Prva verzija standarda
je usvojena 1985. godine. Standard je je dobio naziv IEEE 754, prema nazivu organizacije koja se najviSe
angaZovala na njegovom definisanju i usvajanju.® Standard je kroz vreme doZiveo vide revizija. Sa usvajanjem
nove verzije standarda, kao sufiks je dodata godina usvajanja, tako da se prva doneta verzija oznacava kao
IEEE 754-1985, a novousvojena verzija kao IEEE 754-2008. Oba IEEE 754 standarda propisuju algoritme za
operacije sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, deljenja i izracunavanja kvadratnog korena, kao i nacin njihove
implementacije (npr. na¢ine zaokruzivanja, ponasanje u grani¢nim slucajevima, ...). Zbog toga, rezultati osnov-
nih operacija su isti na svim racunarima koji podrzavaju ovaj standard, ¢ime se pojednostavljuje prenoSenje
programa. Detaljna diskusija o problemima koji se javljaju pri izracunavanjima sa realnim brojevima je data u
[31, [9]; u daljem tekstu su navedeni neki od njih.

1. Zaokruzivanje i greSka zaokruzivanja. Beskonacno mnogo realnih brojeva moze da se zapise kona¢nim
brojem kombinacija bitova u registru jedino pomoc¢u njihovih pribliznih reprezentacija zapisanih u una-
pred fiksiranom broju bitova. Sa druge strane, bez obzira na broj bitova koji je odredjen za zapis realnih
brojeva, rezultati aritmetickih operacija se ne mogu uvek tacno zapisati u tako izabranom broju bitova.
Zbog toga je potrebno njihovo zaokruzivanje do duzine koja je pogodna za zapis. Greska koja se pri tome
javlja se meri na dva nac¢ina: pomocu ulp-a i pomocu relativne greske.

Neka za format u pokretnom zarezu vazi =10 i p=3. Neka je rezultat izratunavanja 5,76x1072, a
matematicki ta¢na vrednost racunata sa beskona¢nom precizno$¢u 0,0574. Ocigledno je greska velicine
dvostruke jedini¢ne vrednosti na poslednjem mestu zapisa broja. Sli¢no, ako se realan broj 0,0574367
zapise kao 5,74x1072 gre$ka je 0,367 jedinica na poslednjem mestu. Veli¢ina “jedinica na poslednjem
mestu” se oznacava sa ulp prema akronimu engleskog naziva unit in the last place. U opstem slucaju, ako
realni broj do,d_;...d_(,_) x B¢ predstavlja broj z, tada je greska u zapisu | do,d1...d_(,—1) — (z/B°) | xpP!
jedinica na poslednjem mestu.

Drugi nac¢in merenja razlike izmedju realnog broja i njegove reprezentacije je relativna greska. Relativna
greska je apsolutna vrednost razlike izmedju realnog broja i njegove reprezentacije podeljena sa apso-
lutnom vredno$éu realnog broja. Na primer, relativna greska pri aproksimaciji 5,74367 sa 5,74x10° je
0,00367/5,74367~0,0006.

I ulp i relativna greska zavise od tzv. masSinske tacnosti (masinskog €): e=(/2)p 7. Relativna greska se
uvek zapisuje kao faktor od &. Na primer, u prethodnom sluéaju je e=(B/2)*p~? =5*(10) 3 =0,005. Tako

31EEE je skrac¢enica od Institute of Electrical and Electronics Engineers.
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se relativna greSka moze izraziti kao
((0,00367/5,74367)/0,005)e ~ 0,12€

Ako je rezultat izratunavanja vrednosti realnog broja zaokruzen najblize tacnom rezultatu, jo§ uvek moze
da postoji greska od najvise 0,5 ulp. Relativna greska koja postoji u tom slucaju je uvek ogranicena sa €

([3D.

Slededi primer moZe da posluzi za ilustraciju razlike izmedju ulp-a i relativne greske. Neka je x = 12,35
i neka je njegova aproksimacija x, = 1,24 x 10'. Gre$ka je 0,5ulp-a, a relativna greska je 0,8e. Ako se
posmatra proizvod 8 x x,, ta¢na vrednost je 8 xx = 98,8, dok je izra¢unata vrednost 8 xx, = 9,92 x 10!.
Greska merena u ulp-ima je 8 puta vecéa, dok je relativna greska ista.

Ulp i relativna greska se koriste u razli¢ite svrhe: ulp za odredjivanje greske zaokruzivanja brojeva, a rela-
tivna greSka za analiziranje greSaka izracunavanja prema razlicitim formulama. Ako je potreban samo red
veli¢ine greske tada se mogu koristiti i ulp i relativna greska jer se razlikuju za najviSe faktor . Takodje,
ako je realan broj zapisan sa greskom od n ulp-a, tada je je broj cifara obuhvacenih tom gre$kom logpn.
Ako je pak relativna greska pri izraCunavanju re, tada je broj zahvacenih cifara ~ loggn.

Prema pravilima, zaokruzivanje se vrsi na najblizu vrednost. Tako se npr. 1,26 zaokruzZuje na 1,3 dok se
1,24 zaokruzuje na 1,2. U proslosti zaokruzivanje broja dod_;d_,...d_; na k-tu cifru nije bilo jedinstveno
reSeno na svim racunarskim sistemima za d_; = 5. Tako su DEC VAX racunari u tom slucaju vrsili zao-
kruzivanje naviSe, odnosno vrednost 1,25 zaokruzivali na 1,3. Medjutim, pokazuje se ([7]) da najbolje
rezultate daje zaokruzivanje na parnu cifru. Tako bi se po tom pravilu 1,25 zaokruzilo na 1,2 (jer je 2
parno).

. Cifre ¢uvari. Jedan od metoda za racunanje razlike izmedju dva realna broja je izracunavanje tacne
vrednosti razlike i zatim njeno zaokruzivanje na najblizi broj u pokretnom zarezu. Ova operacija moze
da bude vrlo skupa (u smislu neophodnih racunarskih resursa) kod brojeva koji se razlikuju za nekoliko
redova veli¢ine jer ih je potrebno dovesti na isti eskponent. Zbog toga i zbog ogranicenja broja bitova
koji se koriste za zapis, izracunavanje tacnih vrednosti razlike nije moguce, tj. dobijeni rezultati mogu da
budu nekorektni. Neka je npr. p =3, B=10 i neka treba na¢i razliku 10,1-9,93:

X = 1,01x10!
y = 0,99x10!
x-y = 0,02x10!

Tacan odgovor je 0,17 tako da izracunata vrednost ima gresku od oko 30 ulp-a. Medjutim, ako se operacije
izvode sa dodatnim ciframa koje su ukljucene da bi nadgledale sitauciju (cifre ¢uvari), tada se manji broj
zapisuje sa p + 1-om cifrom i tek posle izra¢unavanja se rezultat zaokruzuje na p cifara:

X = 1,010x10!
y = 0,993x10!
x-y = 0,017x10!

U ovom slucaju se dobija korektan rezultat. Cifre ¢uvari su se pokazale toliko znacajne u izracunavanju
da ih je IBM 1968. godine ukljudio pri izrac¢unavanju dvostruke tac¢nosti racunara serije S/360 (veé su
prethodno bili ukljuceni pri izracunavanju jednostruke tacnosti) i modifikovao sve prethodno objavljene
modele. Nisu svi racunari imali ukljuCene cifre Cuvare pri izvodjenju aritmetickih operacija. Najpozna-
tiji primer je racunar CRAY I. Zbog toga na njemu mogu da se u grani¢nim slucajevima (npr. kada se
operacije vrSe sa vrednostima koje su blizu najveée vrednosti koja moze da se zapiSe) dobiju neocekivani
(i pogresni) rezultati. Pokazuje se da je u nekim slucajevima za dobijanje korektnog rezultata potrebno
¢uvati viSe od jednog cifarskog mesta ([3]). Zbog toga se u savremenim mikroprocesorima koriste cifre
cuvari na dva cifarska mesta.

. Tatno zaokruZene operacije. Kada se operacije brojeva u pokretnom zarezu izvode kori$¢enjem cifara
cuvara dobijeni rezultati nisu tako precizni kao kada se izracunaju tacne vrednosti i zatim rezultat zao-
kruzi na najblizi broj u pokretnom zarezu. Operacije koje se izvode na ovakav nacin se nazivaju tacno
gaokruZene.
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Opis standarda

IEEE standard 754-1985 je razvijen sa ciljem da omogudéi prenosivost programa kao i sa ciljem da se ohrabri
razvoj sofisticiranih numericki orijentisanih programa i izracunavanje u rac¢unaru $to vise priblizi izra¢unavanju
u realnoj matematici. O reviziji sa ciljem poboljSanja i proSirenja je pocelo da se razmislja 2000. godine.
Postavljeni ciljevi revizije su bili

* Da se otklone neki uoceni nedostaci poznati samo nekolicini eksperata
* Uvodjenje vece preciznost zapisa (ukljucujudi i ¢etvorostruku preciznost)

* Ukljucivanje specifikacija navedenih u IEEE 854 standardu (tj. zapisa realnih brojeva pomoc¢u dekadne
osnove)

* Ukljuc¢ivanje formata podataka opisanih u standardu IEEE 1596.5 iz 1993. godine kome je isticao rok
vazenja. Ovaj standard je opisivao viSe razli¢itih formata podataka (ukljucujuéi i IEEE 754 formate) za
razlicite racunara koji viSe nisu postojali (stari modeli Cray ratunara, VAX-11,/780, CDC-6000, itd.)

* Dodavanje transcedentnih funkcija
* Dodavanje operacije spojenog viSestrukog sabiranja

* Uvodjenje malih promena u specifikaciju operacija za konverziju izmedju celobrojnih vrednosti i realnih
brojeva u pokretnom zarezu

* Da ciljni rezultat ne oznaci nekorektenim ni jedan od nacina izracunavanja koji se koristio na tada posto-
je¢im racunarima.

Poslednji od navedenih uslova je bio jako znacajan. Situacija je bila znatno drugacija nego 1985. godine kada
nije postojao nikakav standard za operacije sa realnim brojevima. Formati zapisa brojeva predvidjeni standar-
dom iz 1985. godine su u trenutku otpocinjanja revizije kori$¢eni skoro na svim procesorima i koji nisu mogli
da budu promenjeni da bi zadovoljili revidirani standard. Zbog toga je komitet za standarde usvojio pravilo da
nove moguc¢nosti mogu da budu dodavane, ali bez narusSavanja postoje¢ih. Posle nekoliko godina razmatranja
revizije, nova verzija standarda je usvojena 2008. godine. Formati zapisa brojeva pomocu dekadne osnove
predvidjeni verzijom iz 2008. godine su trenutno potpuno hardverski implementirani na relativno malom broju
mikroprocesora (IBM POWER 6 i z serija). U daljem tekstu ¢e za oznacavanje verzije standarda iz 2008. godine
nece biti koriséen sufiks 2008, tj. bi¢e oznacavan samo kao IEEE 754.

IEEE 754 standard propisuje:
* B=21B=10 kao osnove koje se koristi za zapis brojeva u pokretnom zarezu.
* Osnovne formate za zapis podataka u binarnoj i dekadnoj osnovi
* Formate za razmenu podataka zapisanih u binarnoj i dekadnoj osnovi
* Prosirene i prosirive formate za zapis podataka

 Nadin izvodjenja operacija sabiranja, oduzimanja, mnoZenja, deljenja, spojenog visestrukog sabiranja,*
dobijanja kvadratnog korena, ostatka pri deljenju, izvodjenja poredjenja, itd.

* Nacin konverzije izmedju celobrojnih i vrednosti u pokretnom zarezu
* Nacin konverzije izmedju razlicitih formata brojeva u pokretnom zarezu

* Nacin konverzije izmedju formata brojeva u pokretnom zarezu i njihove spoljasnje reprezentacije u obliku
niski karaktera

* Vrste izuzetaka koji se javljaju pri radu sa brojevima u pokretnom zarezu i nac¢ine njihove obrade

U daljem tekstu ¢e detaljnije biti prikazan samo deo standarda koji se odnosi na nacine zapisa i formate brojeva,
i neke od operacija sa njima. Detaljnije informacije o standardu se mogu naci u [5] (standard iz 2005. godine)
i [6] (standard iz 2008. godine).

Formalno, broj u pokretnom zarezu (bez obzira na osnovu koja se koristi za zapis) moze da bude predstavljen
na jedan od sledeca tri nacina:

4Operacija spojenog visestrukog sabiranja je pri izvodjenju u raéunaru znacajno brza od operacije visestrukog izvodjenja operacije
sabiranja. Zaokruzivanje kod ove operacije se vrsi samo jednom, na kraju sabiranja, a ne pri svakom sabiranju dve vrednosti.
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1. Kao uredjena trojka (znak, eksponent, znacajan_deo_broja). U osnovi § broj u pokretnom zarezu predsta-
vljen na ovaj nac¢in ima vrednost

(—1)mak x Beksponent . gnagajan_deo_broja.
2. +oo, o0
3. gNaN (tihi NaN) i sNaN (signalni NaN)

Enkodiranje preslikava ove reprezentacije u niske bitova. Pri tome, enkodiranje moze da bude takvo da jednu
vrednost u pokretnom zarezu preslikava u viSe razli¢itih niski bitova.

Konacan skup brojeva u pokretnom zarezu koji koji su predstavljivi pojedina¢nim formatom zapisa je odredjen
slede¢im celobrojnim parametrima:

* Osnovom B=2ili =10
* Brojem cifara u znacajnom delu p. Broj cifara u znacajnom delu broja odredjuje preciznost (tacnost) zapisa.
* Najvecom vredno$¢u eksponenta emax.

* Najmanjom vredno$¢u eksponenta emin. Pri tome za sve formate mora da vazi emin=1-emax.

Specijalne vrednosti

Prema standardu IEEE 754 odredjene bit kombinacije u zapisu realnih brojeva oznacavaju specijalne vred-
nosti. Specijalne vrednosti se koriste radi obezbedjivanja korektnosti IEEE aritmetike i efikasnije programske
obrade izuzeca i specijalnih stanja. Podaci u IEEE 754 zapisu se dele u klase koje ukljucuju numericke i odgo-
varajuce nenumericke entitete. Klase podataka propisane IEEE standardom su:

¢ Normalni brojevi. Realni brojevi u intervalu [B"", "% x (B — B'~7)] se nazivaju normalni.

 Subnormalni brojevi. Za normalne brojeve u pokretnom zarezu koji se nalaze blizu B*" (npr. kod zapisa
sa binarnom osnovom za x = 1,0002 x 2712 i y = 1,0001 x 27!?°) ne vaZi

x=y&sx—y=0 1)
$to moze da dovede do greSaka u programu. Na primer, naredba
if (x <> y) then z = 1/(x-y)

moze da izazove prekid programa zbog deljenja sa nulom. Da bi se ovakvi i sli¢ni problemi eliminisali,
IEEE standard uvodi subnormalne brojeve. Brojevi koji su po apsolutnoj vrednosti manji od " (ali veéi
od 0) se nazivaju subnormalni.> Subnormalni brojevi uvek imaju manje od p znacdajnih cifara. Svaki
konacan broj u pokretnom zarezu predstavlja umnozak subnormalnog broja sa najmanjom apsolutnom
vredno$éu B"" x B!=P. Bez subnormalnih brojeva, svaki broj manji od " je zamenjivan nulom. Sa
subnormalnim brojevima granica je pomerena blize ka O ¢ime se postize tzv. postepeno potkoracenje i
obezbedjuje da relacija 1 uvek vazi.

* Beskonacno. Kao $to NaN-ovi omogucuju nastavak izracunavanja u slu¢aju nailaska na v/—1, tako i bes-
konacno predstavlja nacin za nastavak izvrSavanja programa u slucaju pojave prekoracenja. U zavisnosti
od znaka dobija se vrednost oo ili -co.

* Oznacena nula. Kako znak moze da ima dve razlicite vrednosti, to u standardu postoje dva zapisa za
nulu: +0 1 -0. Da ne bi bilo razlike pri poredjenju +0 i -0 (jer bi npr. naredbe programa tipa if (x=0)
. vracale nepredvidive rezultate), standardom je definisano da vazi +0 = —0.

Iako postojanje dve nule ima nedostataka® IEEE komitet je procenio da su koristi od postojanja oznacene
nule veée od njenih nedostataka. Tako, kada mnozenje ili deljenje sadrzi oznacenu nulu, njen znak utice
na znak krajnjeg rezultata: +45*(4+0) = +0, +0 /(-45) = -0. Takodje, u slucaju neoznacene nule ne bi
vazila relacija 1/(1/x) =x za x=-+o. Razlog je $to i 1/- i 1/+ kao rezultat daju 0, a 1/0=+co, pri cemu
se gubi informacija o znaku.

5U standardu IEEE 754-1985 normalni brojevi su nazivani normalizovani, a subnormalni denormalizovani.
SNpr. kada je x = +0, y = —0 ne vazi ekvivalencija x =y < 1/x = 1/y.
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Drugi primer upotrebe oznacene nule tice se potkoracenja i funkcija koje imaju prekid u 0, kao $to je npr.
logaritam. U IEEE aritmetici prirodno je da se definiSe log 0 = -~ i log x = NaN kada je x<0. Ako x
predstavlja mali negativan broj koji tezi ka 0, zahvaljujuéi oznacenoj nuli x ¢e biti negativan i log Ce vratiti
vrednost NaN; bez oznacene nule ne bi mogla da se napravi razlika i dobila bi se vrednost -. Dodatni
primeri upotrebe oznacene nule su dati u [3].

¢ NaN. Tradicionalno, izra¢unavanje 0/0 ili \/—1 se smatralo nepopravivom gre$kom koja je dovodila do
zaustavljanja izracunavanja. Medjutim, u nekim slucajevima ima smisla nastaviti sa izra¢unavanjem u
takvoj situaciji. Na primer, neka potprogram nula odredjuje nulu funkcije f. Uobicajeno je da korisnik
unese interval [a,b] na kome je funkcija definisana i na kome se trazi nula. Vecina takvih potprograma
radi tako $to menja vrednost argumenta i odredjuje odgovarajuce vrednosti funkcije f. Ako je vrednost
argumenta van domena f, tada izratunata vrednost moZze biti 0/0 ili v/—1 §to prouzrokuje nepotrebno
zaustavljanje izvrSavanja potprograma.

Ovakvi problemi se izbegavaju uvodjenjem specijalnih vrednosti koje nisu brojevi. Te vrednosti su nazvane
NaN, (skracenica od eng. not-a-number, nije broj). U standardu su definisane dve grupe NaN-ova:

1. Signalni NaN (eng. Signaling NaN, SNaN) signalizira izuzeto stanje kod aritmetickih operacija, pore-
djenja i konverzije kod operacija koje su deo standarda.

2. Tihi NaN (eng. Quiet NaN, QNaN) predstavlja pojavu nedozvoljene operacije u programu. QNaN se
propagira kroz izracunavanje tako da ostaje vidljiv na njegovom kraju. Pri tome se ne signalizira
pojava izuzeca.

Specijalne vrednosti se zapisuju kao razli¢ite kombinacije vrednosti bitova u zapisu broja. Nacin zapisa specijal-
nih vrednosti zavisi od osnove koja se Kkoristi za zapis realnog broja u pokretnom zarezu.

Osnovni formati zapisa
IEEE 754 propisuje pet osnovnih formata zapisa:
1. Tri formata zapisa sa binarnom osnovom sa preslikavanjem vrednosti u 32, 64 i 128 bita.
2. Dva formata zapisa sa dekadnom osnovom sa preslikavanjem vrednosti u 64 i 128 bita.

Podaci zapisani u osnovnim formatima se koriste u aritmetickim operacijama. Da bi implementacija bila u
saglasnosti sa standardom, mora da bude implementiran bar jedan od ovih formata. U narednoj tabeli su prika-
zani preciznost i najveca vrednost eksponenta koji definiSu osnovne formate u zapis brojeva u pokretnom zarezu.

Parametri Formati
Sa binarnom osnovom (f=2) Sa dekadnom osnovom (B=10)
binary32 | binary64 | binaryl28 | decimal64 decimal128
P 24 53 113 16 34
emax +127 +1023 +16383 +384 +6144

Tabela 1: Osnovni formati zapisa brojeva u IEEE 754-2008

Bez obzira na format zapisa, implementacija mora da omoguéi predstavljanje slede¢ih brojeva u pokretnom
zarezu:

* Oznacenih nula i ne-nula brojeva u pokretnom zarezu u obliku (—1)* x B¢ x m gde vazi:

1. sje0ili1

2. e je proizvoljan ceo broj emin < e < emax

3. mje broj predstavljen niskom cifara oblika do.d\d>...d,_1 gde je d; cifra 0 < d; < B. Odavde je 0 <m < .
* Dve beskonacne vrednosti -eo i + oo.
* Dve NaN vrednosti (qNaN i sNaN)

U nekim slucajevima je pogodno da se znacajan deo broja predstavi u obliku celog umesto razlomljenog broja.
U tom slucaju se konacan broj u pokretnom zarezu predstavlja kao oznacen nula ili ne-nula broj oblika (—1)* x
B x ¢ gde vazi:
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1. sje0ili1
2. g je proizvoljan ceo broj emin < g+ p—1 < emax
3. cje broj predstavljen niskom cifara oblika dyd;d>...d,— gde je d; cifra 0 < d; < B. Odavde je 0 < ¢ < B”.

Reprezentacije i vrednosti brojeva u osnovnim formatima zapisa su iste kao i u odgovaraju¢im formatima za
razmenu podataka.

Formati za razmenu podataka zapisanih pomoc¢u binarne osnove

Formati za razmenu se koriste pri razmeni podataka izmedju implementacija. U formatu za razmenu poda-
taka zapisanih pomoc¢u binarne osnove se svaki broj u pokretnom zarezu zapisuje na ta¢no jedan nacin. Da bi
enkodiranje bilo jedinstveno u skladu sa prethodnim pravilima, vrednost znacajnog dela broja m se povecava uz
smanjenje vrednosti eksponenta e sve dok se ne dodje do e = emin ili do m > 1. Na kraju ovog procesa, ako je
e =emini0 < m < 1 broj u pokretnom zarezu je subnormalan.

Realan broj u pokretnom zarezu se u formatu za razmenu podataka pomocu binarne osnove zapisuje pomocu k
bitova (slika 2) podeljenih u tri polja sa slede¢im znacenjem:

1 bit w bita t=p - 1 bita

(znak) | (uveéan eksponent) (frakcija, ostatak znacajnog dela broja)

Slika 2: Format za razmenu podataka zapisanih pomo¢u binarne osnove

1. Znak broja S veli¢ine 1 bit
2. Uvecani eksponent E=e+uveéanje zapisan u w bita

3. Ostatak T = did>...d,—; znacajnog dela broja zapisan u duzini t=p-1 bita. Vodedi bit dy znacajnog dela
broja je implicitno zapisan u uvecanom eksponentu E.

Standard definiSe formate za razmenu podataka zapisanih pomoc¢u binarne osnove velicine 16, 32, 64 i 128
bita. Formati binary32 i binary64 odgovaraju zapisu u jednostrukoj i dvostrukoj ta¢nosti prema standardu IEEE
754-1985. U opstem slucaju, veli¢ina formata moze da bude bilo koji broj ve¢i od 128 koji je umnozak od 32.
U tabeli 3 su prikazane vrednosti parametara za formate sa binarnom osnovom predvidjene standardom. Klase
podataka, njihova reprezentacija i vrednost predstavljene pomocu binarne osnove su prikazane u tabeli 4.

U tabeli 2 su dati primeri zapisa realnih brojeva pomocu binarne osnove u jednostrukoj ta¢nosti prema IEEE
754 standardu.

U slucaju da je duzina formata 64 bita ili je umnozak od 32 i >128 bita, vrednosti parametara se mogu
odrediti na slede¢i nacin:

k = l4+wH+t=w+p
32 x ceiling((p + round(4 x loga(p + round(4 x loga(p)) — 13)) — 13) /32)

w = k—t—1=k—p=round(4 xlogy(k))—13

t = kw—1=p—1=k—round(4 xlog,(k))+ 12
p = k—w=t+1=k—round(4 xlogy(k))+13
emax = bias=2""1_1

emin = 1—emax=2—20"1

pri cemu funkcija round() vrs$i zaokruzivanje na najblizi ceo broj.
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Znak Eksponent Frakcija
+15 = 0 10000010  11100000000000000000000
-15 = 1 10000010  11100000000000000000000
+1/64 = 0 01111001  00000000000000000000000
+0 = 0 00000000  00000000000000000000000
-0 = 1 00000000  00000000000000000000000
(1-272%) %2t = ¢ 11111110  11111111111111111111111
+1x27126 = 0 00000001  00000000000000000000000
+1x27¥ = 0 00000000  00000000000000000000001

Provera vrednosti zapisa broja +15:

—Znak = +

— Eksponent = 3 (=130-127)

- 1,frakcija = (1,111), = 1x204+1x2 1 +1x2724+1x273

— Vrednost = Znak 1,frakcija * 2¢5Ponent = 4 (+1x20+1x2 1+1x272+1x273) * 23
= +1x234+1x224+1x21+1x20 =8 + 4+ 2 +1 = +15

Tabela 2: Zapis realnih brojeva u jednostrukoj ta¢nosti pomo¢u binarne osnove prema IEEE 754 standardu

Formati za razmenu podataka zapisanih pomoc¢u dekadne osnove
Kodiranje gustim pakovanjem dekadnih cifara

Za kodiranju pojedinacne dekadne cifre pomocu 8421 BCD koda (ili nekog od kodova navedenih u prethod-
noj tabeli) koriste se 4 bita. Dekadnih cifara ima 10, a sa druge strane broj mogucih kodova je 16. Ocigledno je
da pri kodiranju dekadnih brojeva nekim od navedenih kodova veliki deo prostora ostaje neiskoris¢en. Postavilo
se pitanje da li postoji neko bolje kodiranje dekadnih cifara koje nece ostavljati toliko neiskoriS¢enog prostora,
a sa druge strane nece prilikom dekodiranja optereéivati izvrSavanje programa dodatnim operacijama. Jedno
od takvih kodiranja, nazvano kodiranje gustim pakovanjem dekadnih cifara (eng. Densely Packed Decimal, DPD)
definisao je Majk Kovlisou (Mike Cowlishaw) ([1]) 2002. godine Osnovna ideja DPD kodiranja je, podela dekad-
nih cifara na male (0 do 7) koje zahtevaju 3 bita za medjusobno razlikovanje, i velike (8 ili 9) koje zahtevaju
jedan bit. Takodje, pri kodiranju se razmatra potreban broj bitova za svaku od kombinacija tri cifre:

* Sve tri cifre su male (51.2% slucajeva): potrebno je 10 bitova (3+3+3 za cifre, 1 bit da oznaci ovu
kombinaciju)

* Dve cifre su male (38.4% slucajeva): potrebno je 7 bitova za cifre (3+3+1); preostala 3 bita oznacavaju
kombinaciju

* Jedna cifra je mala (9.6% slucajeva): potrebno je 5 bitova za cifre (3+1+1); preostalih 5 bitova oznaca-
vaju kombinaciju

* Sve cifre su velike (0.8% sluajeva): potrebno je 3 bita za cifre (1+1+1); preostalih 7 (potrebno je samo
5) oznacavaju kombinaciju

Shematski prikaz kodiranja

U sledecoj tabeli je prikazan nacin izracunavanja bitova rezultata pri kodiranju. Polazi se od toga da su cifre koje
se kodiraju, npr. C;C,C3, zapisane u BCD kodu i da im odgovara 12-bitna kombinacija: (abcd) (efgh) (ijkl). Kodi-
ranjem se dobija 10-bitna kombinacija (pqr) (stu) (v) (wxy). Vrednost svakog od bitova se moZe predstaviti kao
logicka funkcija ¢iji su argumenti vrednosti bitova u BCD kodiranju. Funkcije na osnovu kojih se izracunavaju
vrednosti su prikazane u narednoj tabeli:

011 | bcd 10h
111 | 004 11h

11m | Krajnje leva cifra je mala (ostale dve su velike)
11m | Sve cifre su velike; dva bita se ne koriste

aei | pgr stu v wxy | Komentar
000 | bcd fgh 0 jkm | Sve cifre su male
001 | bed fgh 1 00m | Krajnje desna cifra je velika
010 | bed jkh 1 Oim | Srednja cifra je velika
100 | jkd fgh 1 10m | Krajnje leva cifra je velika
110 | jkd 00h 1 1im | Krajnje desna cifa je mala (ostale dve su velike)
101 | fgd 01h 1 11im | Srednja cifra je mala (ostale dve su velike)
1
1
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Funkcije navedene u tabeli mogu da budu realizovane hardverski. Ukoliko procesor ne poseduje tu mogucnost,
tada se kodiranje moZe sprovesti i softverski preko sledecih logickih funkcija:

= bV(aNj)V(aNfNi)

= cV(ank)V(angNi)

d
(FA(maVv—i))V(—~aneN )V (eNi)
gV (manenk)V (aNni)

h

= aVeVi

aV(eNi)V(—eAj)

eV (ani)V(—ank)

R TR
I

Shematski prikaz dekodiranja

Dekodiranje predstavlja izracunavanje vrednosti bitova 12-bitne kombinacije bitova (abcd)(efgh)(ijkl) koje
predstavljaju BCD zapis cifara C;C,C3 u BCD zapisu na osnovu vrednosti 10-bitne kombinacije bitova
(p) (grs) (tuv) (wxy). Funkcije na osnovu kojih se izracunavaju vrednosti su prikazane u narednoj tabeli:

vwxst | abcd efgh ijkm
0.... | Opgr Ostu Owxy
100.. | Opgr Ostu 100y
101.. | Opgr 100u Osty
110.. | 100r Ostu Opqy
11100 | 100r 100u Opqy
11101 | 100r Opqu 100y
11110 | Opgr 100u 100y
11111 | 100r 100u 100y

gde tacka (") oznacava da je sadrzaj na toj poziciji nebitan. Analogno kodiranju, i za dekodiranje se mogu
definisati logicke funkcije koje mogu da se koriste u slu¢aju da ne postoji hardverski implementirana podrska
za DPD kodiranje:

= (WAW)A(=sVEVx)

= pA(-vV-wV(sA—tAx))
gN(—vV-wV (s A=t Ax))
VA((-wAX)V (-t Ax)V (sAx))

(sA(—vV X)) V(pPA-SATAVAWAX)
EA(—vV—x))V(gA-sAtAW)

= vA((-wA-x)V(WAXA(sV1)))

(v AW)V (SAVA=WAX)V (pAWA (—xV (s A—t)))
(v AX)V (EA-WAX)V (GAVAWA (mxV (ms A—t)))
=y

I A= T IS S A0 R
I

Karakteristike DPD kodiranja
Neke od karakteristika DPD kodiranja su:

1. Kodiranje jedne ili dve dekadne cifre (u optimalnih 4 ili 7 bitova respektivno) se dobija kao podskup
kodiranja 3-cifrenog dekadnog broja. Posledica ovoga je da se proizvoljan broj dekadnih cifara kodira
efikasnije. Na primer, 38 cifara se moze kodirati pomoc¢u 127 bita, a 71 dekadna cifra u 237 bita.

2. Kodiranje jedne ili dve dekadne cifre je uvek desno poravnato u grupi od 10 bita, dok su ostali bitovi 0.
Ovo omogucuje da kodirane dekadne cifre mogu da se zapisu polju veée duzine dopunjavanjem nula sa
leve strane, bez potrebe za ponovnim kodiranjem.

3. Pozicija i izbor indikator bita (bit v u DPD kodiranju) dopustaju da se svi jednocifreni brojevi (preciznije
svi brojevi u intervalu [0,79] kodiraju desno poravnato na isti nacin kao u BCD (8421) kodu, sto olaksava
konverziju takvih brojeva.



IEEE standard 754-2008 11

U narednoj tabeli je dat primer kodiranja nekih brojeva.

Cifre | BCD DPD

005 | 0000 0000 0101 | 000 000 0101
009 | 0000 0000 1001 | 000 000 1001
055 | 0000 0101 0101 | 000 101 0101
099 | 0000 1001 1001 | 000 101 1111
555 | 0101 0101 0101 | 101 101 0101
999 | 1001 1001 1001 | 001 111 1111

Primer: Kodirati brojeve 825 i 294 u DPD zapis.

8 2 5 2 9 4 Dekadni zapis
abcd efgh ijkm abcd efgh ijkm Bitovi u BCD zapisu
1000 0010 0101 0010 1001 0100 BCD zapis
100 010 1 101 010 101 1 010 DPD zapis
par stu v wxy pqr stu v wxy Bitovi u DPD zapisu
Kohorte

Za razliku od zapisa pomoc¢u binarne osnove, realan broj moze da ima viSe reprezentacija u zapisu pomocu
dekadne osnove. Skup razli¢itih reprezentacija u koje se preslikava bpoj u pokretnom zarezu se naziva kohorta.
Na primer, ako je ¢ umnozak od 10 i ¢ je manje od najveée dozvoljene vrednosti, tada su (s,q,c) i (s,qg+ 1,¢/10)
dve reprezentacije istog broja u pokretnom zarezu i ¢lanovi iste kohorte. Iako numericki jednaki, razliciti ¢la-
novi iste kohorte mogu da se razli¢ito ponasaju pri izvodjenju aritmeti¢kih operacija.

Ako reprezentacija kona¢nog ne-nula broja ima n dekadnih cifara, odgovarajuca kohorta ¢e imati najvise p —n+1
¢lanova gde je p broj cifara preciznosti datog formata. Na primer, jednocifren realan broj moze da ima najvise p
razlicitih reprezenata, dok realan broj sa p cifara koji se ne zavrSava nulama ima najviSe jednu reprezentaciju.
Kohorta broja u pokretnom zarezu sa n cifara moze da ima manje od p —n+ 1 ¢lanova ako se broj nalazi jako
blizu granica intervala mogucih vrednosti eksponenta. Sa druge strane, nula ima mnogo vise ¢lanova kohorte:
svaka od kohorti za +0 i -0 sadrzi po jedan ¢lan za svaku mogucu vrednost eksponenta.

Kanonicki zapis

Bez obzira da li se kodira konacan broj, beskonac¢no ili NaN ista vrednost moze da se zapiSe pomocu razlic¢itih
kombinacija bitova. Jedna od tih kombinacija se naziva kanoni¢ka. Razlog uvodjenja kanonicke reprezentacije
je postojanje velikog broja razli¢itih preslikavanja koja mogu da se koriste za kodiranje tri dekadne cifre (1000
mogucih kombinacija) u 10 binarnih cifara (1024 moguce kombinacije). Komitet za standarde je jednu od kom-
binacija proglasio kanonickom (poZzeljnom, prvenstvenom). Odabrana kanonicka reprezentacija je prikazana u
tabelama 5 (deklet u dekadne vrednosti) i 6 (dekadne vrednosti u deklet). Kriterijumi za izbor su bili jedno-
stavnost hardverske implementacije navedenih tabela pomocu tri nivoa logickih i/ili flip-flop elemenata. Tabela
5 ima 1024 moguca ulaza i 1000 vrednosti na izlazu, dok tabela 6 ima po 1000 vrednosti na ulazu i izlazu.
Odatle sledi da postoje 24 nekanonickih bit kombinacija koje mogu da budu ulazne ali ne i izlazne vrednosti
iz aritmetickih operacija. Sva enkodiranja koja sadrze neku od nekanonickih kombinacija bitova se nazivaju
nekanonicka.

b(6),b2):0(8):b(3),b4) dq) di) 9)
Oxxxx 4b(0) + Zb(l) + b(2) 4b(3) + 2b<4) + b(S) 4b(7) + 2b(g) + b(g)
100xx 419(()) + Zb(l) + b(z) 4[9(3) + 2[?(4) + b(5> 8+ b(g)
101xx 4b(0) +2b(1) +b(2) 8+b(5> 4b(3) +2b(4) +b(9)
110xx 8+ b(z) 4—b(3) + 2b(4) -+ b(5> 4b(0) -+ 2b(]) -+ b(g)
11100 8+b(2) 8+h(5> 4b(0) +2b(1) +b(9)
11101 8+b(2) 417(0) +2b<|) +b(5) 8+b(9)
11110 4[9(()) +2b(1) +b(2) 8+b(5> 8+b(9)
11111 8+b(2) 8+b(5> 8+b(9)

Tabela 5: Dekodiranje 10-bitnih gusto pakovanih dekadnih brojeva zapisanih u bitovima by...bg u 3 dekadne cifre dy,d; i
d,. x Oznacava da je vrednost na toj poziciji nevazna. Ovim preslikavanjem se svih 1024 mogucih 10-bitnih
kombinacija preslikava u 1000 moguc¢ih trocifrenih brojeva
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Tabela 6: Kodiranje 3 dekadne cifre u 10-bitno gusto pakovane dekadne brojeva u 3 dekadne brojeve. Bitovi u zapisu
dekadnih cifara d ), d(y) i d(3) su izraZeni preko drugog indeksa (d(; o.3), d(2,0.3) 1 d(3,0:3), pri ¢emu je bit oznaten
sa 0 bit najvece tezine. Bitovi u dekletu u koji se vr$i kodiranje su oznaceni sa by...bg. Operacije formiraju samo
1000 kanonickih dekleta koji su navedeni u ovoj tabeli. Nekanonickih dekleta ima 24, sa bitskim zapisom oblika
01x11x111x, 10x11x111x, ili 11x11x111x gde X’ oznacava da je vrednost na toj poziciji nevazna.

d(1,0):92.0),93.0) | 50):5(1):50) | b(3):54):8(5) | b6) | b(1):0(8)-009)
000 (1,1:3) dp 13 0 di13)
001 d1,13) dn.1:3) 1 0,0,d(33)
010 di,1:3) di12),dp3) | 1 0,1,d333
011 d113) 1,0,d1) 1 1 1,d33)
100 d3.12):4(1.3) dn.1:3) 1 1,0,d3 3)
101 dpa).d0s) | 0,1,das) 1 [ 1,ds32)
111 0,0,d(1 ) [1,dy3) 1 [,1,ds3

Enkodiranje

Zbog nepostojanja saglasnosti u komitetu za standarde, u standardu su predvidjene dve moguc¢nosti za zapis
nazvane dekadno i binarno enkodiranje. Dekadno enkodiranje omogucava jednostavniju hardversku, dok bi-
narno omogucava jednostavniju softversku implementaciju. Bez obzira na izbor kodiranja, skup realnih brojeva
koji moze da se zapiSe je isti u oba kodiranja je isti, tako da krajnji korisnik ne mora da vodi racuna o tome
koje se kodiranje koristi. Implementacija, takodje, mora da obezbedi moguénost konverzije izmedju oba nacina

enkodiranja.

Realan broj u pokretnom zarezu se u formatu za razmenu podataka zapisanom pomoc¢u dekadne osnove zapisuje
pomocu k bitova (slika 3) podeljenih u tri polja ¢ije je kanoni¢ko znacenje:

1. Znak broja S veli¢ine 1 bit

2. Polje za kombinaciju veli¢ine w + 5 bita koje kodira:

3. Ostatak T znacajnog dela broja koji sadrzi + = 10 x J bita. Kombinovanjem sa bitovima najvece teZine
znacajnog dela broja koji se nalaze u polju za kombinaciju dobija se da format omogucava zapisu ukupno
p =3 xJ+1 dekadnih cifara.

Klasifikaciju (da li je podatak konacan broj, +- ili NaN),

eksponent ¢ u slucaju da je kodirani podatak konacan broj. Uvecani eksponent E je veli¢ine w + 2
bita i iznosi ¢ + uvecanje.

cifru najvece tezine znacajnog dela kona¢nog broja (u sluc¢aju dekadnog kodiranja) ili 3-4 bita najvece

tezine znacajnog dela broja (u sluc¢aju binarnog kodiranja).

1 bit w+5 bita t=Jx10 bita
S G T
(znak) | (polje za kombinaciju) (frakcija, ostatak znacajnog dela broja)

Standard definise format za razmenu podataka zapisanih pomoc¢u dekadne osnove najmanje veli¢ine 32 bita. U
opstem slucaju, veli¢ina formata moze da bude bilo koji broj koji je umnozak od 32. U tabeli 7 su prikazane
vrednosti parametara za neke formate sa dekadnom osnovom. U sluc¢aju da je duzina formata umnozak od 32,

Goo oo G,,14 dekadno enkodiranje: J dekleta daju 3xJ=p-1 cifara
binarno enkodiranje: t bita daju vrednosti € [0,2/-1]

Slika 3: Format za razmenu podataka zapisanih pomo¢u dekadne osnove
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vrednosti parametara se mogu odrediti na slede¢i nacin:

dela broja (bita)

k = 1454w+t =32xceiling((p+2)/9)

W = k—6=k/16+4

t = kw—6=15xk/16—10

p = 3t/10+1=9x%xk/32-2

emax = 3x2v!

emin = 1 —emax

uvelanje = emax+p—2
Parametri kodiranja Formati

decimal32 decimal64 decimal128 decimal{k} (k>32)
k, Sirina polja (bita) 32 64 128 umnozak od 32
p, preciznost (cifara) 7 16 34 9xk/32-2
emax, najve¢a vrednost 96 384 6144 3 x 2K/16+3
eksponenta e
emin, najmanja vrednost -95 -383 -6143 1 — (3 x 2K/16%3)
eksponenta e
Uvecanje E-q 101 398 6176 emax+p-2
bit za znak (bita) 1 1 1 1
w+5, duzina polja za 11 13 17 k/16+9
kombinaciju (bita)
t, ostatak znacajnog 20 50 110 15xk/16 -10

Najvece i najmanje vrednosti u formatu

Ninax (10-1.0x10 %) x 1077 | (10-1.0x10~)x1073* | (10-1.0x10 ) x10701% T ~(10-1.0x10 P71) x 10!
Nonin 1.0x10 95 1.0x10 383 1.0x10 6143 1.0><10[ emax

Dyin 1.0x 107101 1.0x1073% 1.0x10- 617 1.0x 10¢maxtp=2

Duin  Najmanji (po apsolutnoj vrednosti) predstavljiv subnormalan broj

Nuax  Najvedi (po apsolutnoj vrednosti) predstavljiv normalan broj

Nuin  Najmanji (po apsolutnoj vrednosti) predstavljiv normalan broj

Tabela 7: Vrednosti parametara formata za razmenu podataka sa dekadnom osnovom

Reprezentacija i vrednost podatka u pokretnom zarezu zapisanog pomocu dekadne osnove se odredjuju na

slededi nacin:

1. Ako su 5 bitova najvece tezine kombinacije (GoGG>G3G4) 11111, vrednost broja je NaN. Ako je bit G5 =1

tada je vrednost sNaN; u suprotnom je gNaN. Ostalih w-1 bitova polja za kombinaciju se ignorise, dok se
frakcija T koristi radi blize specifikacije NaN vrednosti. U kanonickoj reprezentaciji NaN vrednosti svi
bitovi Gg...G,,14 su jednaki O.

. Ako su 5 bitova najvece tezine kombinacije (Gy...G4) jednaki 11110, reprezentacija i vrednost broja su

jednaki (—1)5 x (+o0). Ostalih w bitova u polju za kombinaciju i frakcija se ignoriu. Kanoni¢ke reprezen-
tacije 4o i -0 poseduju bitove od Gs do G,, 4 jednake 0, i T=0. U nekim implementacijama preostalih
w bitova polja za kombinaciju mogu da se koriste radi blize specifikacije beskona¢nosti u operacijama, ali
nemaju uticaja na odredjivanje vrednosti broja koja je jednaka beskonacno.

. Ako su 5 bitova najvece tezine kombinacije (GoG1G,G3G4) u intervalu 00000-11101, tada je u pitanju

konacan broj. Reprezentacija kona¢nog broja je jednaka r = (S, E — uvecanje,C), dok je njegova vrednost
jednaka v = (—1)% x 10E—uveéanie , ) ode je C dobijeno dopisivanjem cifre najveée teZine ili bitova iz polja
za kombinaciju G na frakciju T(ostatka znacajnog dela broja). Pri tome je uvecani eksponent E zapisan u
polju za kombinaciju. Enkodiranje podataka u polju za kombinaciju zavisi od toga da li implementacija za
zapis znacajnog dela broja koristi dekadno ili binarno enkodiranje.

(a) U slucaju dekadnog enkodiranja bitovi od G5 do G,,14 Cine w bita najmanje teZine eksponenta, dok
se dva bita najvece teZine eksponenta i dekadne cifre dod,...d,_| odredjuju na slededi nacin:

i. Ako su 5 bitova kombinacije u intervalu Oxxxx-10xxx, tada su dva bita najvece tezine kombinacije
GoG; dva bita najveée tezine eksponenta. Vrednost cifre najvece tezine frakcije dy je jednaka
4G, +2G3+Gy i pripada intervalu [0,7].
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ii. Ako su 5 bitova kombinacije u intervalu 110xx-1110xx, tada je dekadna vrednost cifre najvece
tezine frakcije dy jednaka 8+ Gy (i iznosi 8 ili 9 u zavisnosi od vrednosti G4), dok su G,Gj3 cifre
najvece tezine eksponenta.

Ako je T=0 i pet cifara najvece tezine u polju za kombinaciju je jednako 00000, 01000, ili 10000
tada je vrednost broja v = (—1)5 x (+0).
Frakcija sadrzi 3xJ=p-1 dekadnih cifara d;...d,_| enkodiranih dekadnih cifara pomo¢u gustog pako-
vanja dekadnih cifara (DPD kodiranje). Kanonicki oblik znacajnog dela broja sadrzi jedino kanonicke
deklete. Racunske operacije generiSu samo 1000 kanonickih dekleta, ali takodje prihvataju i preo-
stala 24 ne-kanonicka dekleta kao operande.

(b) U slucaju binarnog enkodiranja (BID, eng. binary-integer decoding) dekadne cifre u znacajnom delu
broja su zapisane kao celobrojne vrednosti u binarnoj osnovi. Cifre eksponenta i cifra najvece tezine
frakcije dy se odredjuju na sledeci nacin:

i. Ako su bitovi GoG; 00, 01 ili 10 tada se uvecani eksponent E formira od cifara Gy do G,,, dok
se znacajni deo broja formira pocev od bita G,,1, pa do kraja zapisa (ukljucujudi i frakciju T).

ii. Ako su bitovi GoG; 11, a G,G3 jedna od vrednosti 00, 01 ili 10 tada se uvecani eksponent E
formira od cifara G, do G,,;3, dok se znacajni deo broja formira dodajuci 4 bita koji imaju
dekadnu vrednost 8+G,,.4 (tj. binarno 100G,,,4) na pocetak frakcije T.

Najveca vrednost u ovom nacinu enkodiranja znacajnog dela je ista kao i u slucaju dekadnog enko-
diranja i iznosi 103*/*! — 1 (odnosno 10**/ — 1 kada se frakcija T koristi radi bliZe specifikacije NaN
vrednosti. Ako vrednost prelazi maksimum, znacajni deo ¢ je nekanonicki i ¢ dobija vrednost 0.

Racunske operacije generisu samo 1000 kanonickih dekleta, ali takodje prihvataju i preostala 24
ne-kanonicka dekleta kao operande.

Enkodiranje nije imalo uticaja na izbor veli¢ine uvec¢anja eksponenta i broja cifara u zna¢ajnom delu broja.
Ove vrednosti su odredjene na osnovu veli¢ine registara racunara i poredjenja zapisom pomocu binarne osnove.
Kako binary32 omogucava zapis dekadnog broja sa 6-7 cifara, ista tatnost je trebala da bude omoguéena i
pomoc¢u dekadnog zapisa. Za zapis dekadnih 7 cifara u slucaju dekadnog kodiranja potreban su dva dekleta
i dodatni prostor za zapis jo$ jedne cifre (maksimalno 4 bita), dok je u slucaju binarnog kodiranja potrebno
24 bita. Kako je jedan bit potreban za znak, za moguce vrednosti eksponenta ostaje jo$ 7 bitova (tj. najvise
128 razli¢itih vrednosti). Medjutim, kako bi koris¢enje sva 24 bita (u oba kodiranja) predstavljalo nepotreban
utrosak prostora (jer u sluc¢aju DPD-a mala cifra se kodira za 3 a velika sa 1 bitom, dok se u slucaju binarnog
zapisa sa 24 bita zapisuje broj 16777216 koji je veéi od 9999999 Sto je najveli 7-cifren broj) to je dodatna
veli¢ina eksponenta dobijena meSanjem bitova koji oznacavaju cifru najvece tezine sa bitovima eksponenta u
polje za kombinaciju. Nacin odredjivanja vrednosti eksponenta i njegovog uvecanja opisan je u [2].

U tabelama 8 i 9 prikazani su zapisi brojeva pomoc¢u dekadne osnove u jednostrukoj tacnosti pomoc¢u dekadnog
i binarnog enkodiranja.

Znak Kombinacija

Nastavak frakcije

+15 = 0 01100101000 00000000000000001111

15 = 1 01100101000 00000000000000001111

+150 = 0 01100100000 00000000000010010110
+1/64 = 0 01011111000 00000011110100001001

40 = 0 01100101000  00000000000000000000

-0 = 1 01100101000  00000000000000000000

400 = 0 01100100000  00000000000000000000

+0.00 = 0 01100011000  00000000000000000000
+(107—=1)x10t° = 0 11101111111 10001001011001111111
+1x107% = 0 00000110000  00000000000000000001
+1x107100 = ¢ 00000000000  00000000000000000001

Provera vrednosti zapisa broja +15:

—7Znak = +

— Eksponent = 0 ((01100101), - uvecanje=(101)9-uvecanje = 101 - 101=0)
— Frakcija = (15);9p = (00000000000000000010101), (kodirana u 23 bita)
- Vrednost = Znak frakcija * 10°ksponent = 115+ 100 = +15

Tabela 9: Primer zapisa realnih brojeva pomoc¢u dekadne osnove /BID kodiranje
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Znak Kombinacija Nastavak frakcije

+15 = 0 01000 100101 0000 0000 0000 0001 0101

~-15 = 1 01000 100101 0000 0000 0000 0001 0101

+150 = 0 01000 100100 0000 0000 0000 1101 0000

+1/64 = 0 01000 011111 0000 0101 0111 0010 0101

40 = 0 01000 100101 0000 0000 0000 0000 0000

0 = 1 01000 100101 0000 0000 0000 0000 0000

400 = 0 01000 100100 0000 0000 0000 0000 0000

+0.00 = 0 01000 100011 0000 0000 0000 0000 0000
+(107=1)x 100 = 0 11101 111111 11111111111111111111 nk.d.

+(107=1)x10t° = 0 11101 111111 0011 111111001111 1111 k.d.
+1x10% = 0 00000 000110 0000 0000 0000 0000 0001
+1x107100 = ¢ 00000 000000 0000 0000 0000 0000 0001

Broj +1 x 107101 je zapisan na dva naéina: pomoéu nekanonitkog i kanoni¢kog dekleta.
Provera vrednosti zapisa broja +15:

—Znak = +

— Eksponent = 0 (=101 - 101)

— Frakcija = (15)19p = 0000000000 0000010101 (kodirana u dva dekleta)

— Vrednost = Znak frakcija * 10%sponent = 1 15% 100 = +15,

Tabela 8: Primer zapisa realnih brojeva pomoc¢u dekadne osnove /DPD kodiranje
ProSireni i proSirivi zapis

Standard preporucuje kori$¢enje prosirenog i prosirivog zapisa radi povecanja preciznosti u operacijama koje
zahtevaju vecu preciznost od one koju pruzaju osnovni formati. Pri tome, format zapisa sa prosirenom preci-
zno$¢u se definiSe kao format koji prosiruje podrzane osnovne formate kako po preciznosti tako i po opsegu
eksponenta, dok se prosirivi format zapisa definiSe kao format zapisa kod koga korisnik odredjuje veli¢ine pre-
ciznosti i opsega. U standardu se ne navode stroge granice za parametre koji odredjuju ove formate zapisa,
ve¢ se daju specifikacije njihovih donjih granica. Takodje, standard ne zahteva implementaciju ni jednog od
ovih formata zapisa, ali u slucaju da se implementiraju moraju da zadovoljavaju karakteristike odgovarajucih
formata za razmenu. U sustini, proSireni formati zapisa su uvedeni da bi se podrzalo obavljanje numerickih izra-
¢unavanja. Ako u implementaciji za neki osnovni format X postoji odgovarajuci prosireni format Xp, tada ce se
sve operacije nad podacima zapisanim o osnovnom formatu X izvrSavati na podacima zapisanim u proSirenom
formatu Xp. Kako se radi sa veCom precizno$¢u manja je moguénost pojave greSaka u krajnjem rezultatu koji
se prikazuje pomoc¢u osnovnog formata. Takodje, zbog veceg opsega eksponenta manje je prekida zbog preko-
racenja u medjukoracima izracunavanja kod kojih je krajnji rezultat korektan. Parametri koji definiSu prosirene
formate zapisa su prikazani u tabeli 10.

Parametri Prosireni formati pridruzeni formatu
binary32 | binary64 | binaryl28 | decimal64 | decimall28
p cifara > 32 64 128 22 40
emax +1023 +16383 +65535 +6144 +24576

Tabela 10: Parametri prosirenih formatia zapisa brojeva u IEEE 754-2008

Zaokruzivanje

Po IEEE 754 standardu zaokruzivanje uzima broj za koga se smatra da je zapisa sa beskona¢nom tac¢noséu, i,
ako je potrebno, modifikuje ga tako da se ukalupi u ciljni format. Tom prilikom moZe da dodje do generisanja
signala za porekoracenje, potkoracenje ili neta¢nu operaciju. Sem u slucaju da je drugacije naznaceno, svaka
operacija se obavlja kao da je prvo formiran medjurezultat sa beskona¢nom tacno$¢u i neogranicenim opsegom,
a zatim se dobijena vrednost zaokruzi prema odgovarajué¢im atributima. Zaokruzivanje se ne odnosi na NaN
vrednosti.

U standardu postoje pet moguca nacina zaokruzivanja koji su podeljeni u dve grupe:
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1. Zaokruzivanje na najblizu vrednost.

* Zaokruzivanje na parnu cifru. Medjurezultat izra¢unavanja se zaokruzZuje na najblizu predstavljivu
vrednost, uz zaokruzivanje na parnu cifru kada je izracunati medjurezultat na sredini intervala iz-
medju dve predstavljive vrednosti. Ovaj nacin zaokruzivanja je predefinisan za zapis sa binarnom
osnovom, dok je za zapis sa dekadnom osnovom preporucen (ai ne i obavezan) kao predefinisan
nacin zaokruzivanja.

e Zaokruzivanje na udaljeniju vrednost. Medjurezultat izracunavanja se zaokruzuje na najblizu
predstavljivu vrednost, uz zaokruZzivanje na ve¢u (po apsolutnoj vrednosti) vrednost kada je izra-
cunati medjurezultat na sredini intervala izmedju dve predstavljive vrednosti.

2. Usmereno zaokruzivanje

* Zaokruzivanje ka pozitivnhom. Medjurezultat se zaokruzuje na ve¢u vrednost (moguce i +). Ovaj
nacin zaokruzivanja se jov s naziva i zaokruzivanje ka +. Naziv “prema +” potice od Cinjenice da
ovakvim zaokruZivanjem izracunata vrednost ne moze da se smanji, ali moze da se poveca (do +<).
Realizacija ovog nacina zaokruzivanja moze da se izvede u dva koraka:

— Ako je broj pozitivan i ako postoji bar jedna jedinica na nekoj poziciji desno od poslednje pozicije
koja se ¢uva u zapisu, na tom mestu se dodaje jedinica.
— Bez obzira na znak broja, odbace se sve cifre desno od poslednje pozicije koja se ¢uva u zapisu.

e Zaokruzivanje ka negativhom. Medjurezultat se zaokruzuje na manju vrednost. Ovaj nacin zaokru-
Zivanja se jov s naziva i zaokruzivanje prema -o. Naziv “prema -” potice od ¢injenice da ovakvim
zaokruzivanjem izracunata vrednost ne moze da se poveca ali moze da se smanji (do -«). Realizacija
ovog nacina zaokruzivanja moze da se izvede u dva koraka:

— Ako je broj negativan i ako postoji bar jedna jedinica na nekoj poziciji desno od poslednje pozicije
koja se ¢uva u zapisu, na tom mestu se oduzima jedinica.
— Bez obzira na znak broja, odbace se svi bitovi desno od poslednje pozicije koja se ¢uva u zapisu.

* Zaokruzivanje ka 0. Rezultat je broj u pokretnom zarezu koji je najblizi broju, ali ne i ve¢i po apso-
lutnoj vrednosti od broja koji se zaokruzuje. Ova tehnika je najjednostavnija i sastoji se u odbacivanju
svih cifara (binarnih ili dekadnih) desno od poslednje pozicije koja se ¢uva u zapisu.

U svakom od prethodnih nac¢ina zaokruzivanja broj se zaokruZuje ka « bez promene u znaku ako je po apsolutnoj
vrednosti jednak najmanje B x (B - B'=7/2), gde su B i p odredjeni formatom zapisa.

3 Aritmetika u pokretnom zarezu

Osnovne aritmeticke operacije u pokretnom zarezu se vrSe u skladu sa pravilima aritmetickih operacija za
stepene jednakih osnova. Pri izvodjenju operacija eksponenti i frakcije brojeva se tretiraju kao brojevi u ne-
pokretnom zarezu i to eksponenti kao celi neoznaceni brojevi a frakcije kao razlomljeni brojevi (za zapis sa
binarnom osnovom) odnosno kao celi brojevi (za zapis sa dekadnom osnovom). Pri tome se eksponent i frakcije
razdvajaju i drze u razli¢itim registrima. Po zavrSetku operacije izracunate vrednosti frakcije i eksponenta se
ponovo spajaju i formiraju broj u pokretnom zarezu koji je rezultat operacije. U opisima algoritama aritmetickih
operacija pretpostavka je da su brojevi u pokretnom zarezu zapisani u skladu sa IEEE 754 standardom. Sli¢ni
algoritmi vaze i za operacije nad brojevima koji su zapisani u pokretnom zarezu na nacin prikazan u delu 4.

Postoje odredjene specificnosti koje se javljaju kod brojeva zapisanih pomoc¢u dekadne osnove. Jedna od njih
je izracunavanje dekadnog eksponenta. Kako realan broj u pokretnom zarezu zapisan pomoc¢u dekadne osnove
moze da ima viSe reprezentacija, aritmetika sa dekadnim brojevima ukljucuje i izbor odgovarajuceg ¢lana ko-
horte. U slu¢aju da operacija sa dekadnim brojevima’ ne proizvodi tatan broj kao rezultat da bi se dobio
najvedi broj znacajnih cifara koristi se ¢lan kohorte sa najmanjim moguc¢im eksponentom. Ako je rezultat tacna
vrednost, bira se ¢lan kohorte zasnovan na ciljanom (poZeljnom, o¢ekivanom) eksponentu za rezultat operacije.
Ciljani eksponent je funkcija od eksponenata ulaznih operanada. Tako, za konacno x, u zavisnosti od reprezen-
tacije nule, 0+x mozZze kao rezultat da proizvede razlicite elemente kohorte. Ako kohorta rezultata ne ukljucuje
¢lan sa ciljanim eksponentom, za rezultat se bira ¢lan ¢iji je eksponent najblizi ciljanom.

7Sem operacija kvantizacije i roundToIntegralExact.
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Totalno uredjenje predstavljivih vrednosti

Druga specificnost je vezana za poredjenje brojeva. Standard definiSe totalno uredjenje izmedju vrednosti
koje mogu da se predstave. Poredak je zasnovan na vrednostima (bit kombinacijama) znakova, eksponenata i
frakcije. Svaka pozitivna vrednost je veca od negativne. Ukoliko su vrednosti istog znaka, vrsi se leksikografsko
predjenje (bit po bit) vrednosti eksponenata i frakcija. Posto je predstavljanje pomocu binarne osnove jedni-
stveno tu se ne javljaju nedoumice oko uredjenja brojeva. Kod zapisa pomoc¢u dekadne osnove, zbog moguénosti
razli¢itog predstavljanja iste vrednosti i na¢ina poredjenja dobija se poredak izmedju istih vrednosti koje su za-
pisane sa razli¢itim brojem znacajnih cifara (tj. nulama na kraju). Tako je, na primer, 12.5>12.50>12.500 jer
se radi zapisa predstavljaju kao 125x10~!, 1250x1072 i 12500x10~3. Kako izmedju eksponenata vaZi da je
-1>-2>-3 to odlucuje i redosled izmedju njihovih zapisa.

Posledica totalnog uredjenja je da vazi poredak (gledaju¢i samo eksponente)

(+)gNaN > (+)sNaN > +oco> N, > +konacan broj > +N,,;,> +D,i, > 0 >
> -Dyin >-Nyin >-konacan broj > -N,,,q, > -0 > (-)sNaN > (-) gNaN

Minus je u zagradi ispred oznaka za NaN jer, formalno gledano, NaN-ovi ne predstavljaju vrednosti ve¢ samo
oznake da nije u pitanju broj, pa se i ne koriste u poredjenjima sa ostalim vrednostima.

Specijalne vrednosti u aritmetickim operacijama

Podaci koji ucestvuju u aritmetickim operacijama mogu da pripadaju bilo kojoj od IEEE klasa podataka.
Ako podatak predstavlja normalan broj, subnormalan broj ili nulu, rezultat se dobija u skladu sa uobic¢ajenim
nacinom izracunavanja. Pravilo za odredjivanje rezultata operacije koja ima beskona¢no kao operand je jedno-
stavno: zameni se oo sa konac¢nim brojem x i odredi granica kada x — oo. Tako je 45/ 4o =0 jer xﬁrﬁw45 /x=0.

Sli¢no je i 100 — 0 = —oo0 i /o0 = oo, Ako pak granica kada x — 4o ne postoji, tada je rezultat operacije NaN.
Ako je jedan od argumenata izraza Nal, tada je vrednost celog izraza NaN, a ako je argument 4o tada vrednost
izraza moze da bude vazeci broj u pokretnom zarezu, kao npr. 1/ £ =0.

Artimeticke operacije i operacije poredjenja sa beskonac¢nim vrednostima uvek kao rezultat daju vazeéu vrednost
u skladu sa matematickim pravilima. Kao sto je prethodno ve¢ receno, vazi

—oo < bilo koji konaéan broj < +oo

Operacije sa beskonac¢nostima su ob¢no tac¢ne i ne generiSu izuzetke. Sa izuzetkom operacija koje proizvode
QNaN (tabela 11) svaka aritmeticka operacija koja ukljucuje « takodje daje o kao rezultat. Na primer,

X £ (+e) = oo (za konacno x)
x =+ (-0) = Foo (za konacno x)
X X () = oo (zakonacno ili beskonacno x #0)
(t0) + (+o0) = +oo
(o) - (c0) = +oo
(-0) + (c0) = oo
() - (+e) = -
() - () = -
VT = tes

ostatak pri deljenju x sa o (x REM o) za konac¢no i normalano x
konverzija « u e u razli¢itom formatu

Obe NaN vrednosti su podrzane u svim aritmetickim operacijama. Signalni NaN oznacava prisustvo neinicijali-
zovanih promenljivih, pogresne operacije ili proSirenja u aritmetici koja nisu deo standarda. Tihi NaN moze (u
zavisnosti od implementacije) da oznaci postojanje informacija o pogreSnim ili nepostoje¢im podacima i rezul-
tatima. Preporuka je da se $to je mogucde viSe takvih dijagnostickih informacija prosledjuje kroz operacije tako
$to Ce rezultat operacija u kojima ucestvuje NaN takodje biti NaN. Dijagnosticke informacije se zapisuju u pre-
ostalim ciframa frakcije koje ne uticu na vrstu NaN-a. Neke od operacija koje proizvode tihi NaN su prikazane
u tabeli 11 Ukoliko je qNaN bar jedan od argumenata operacije koja treba da kao rezultat da broj u pokretnom
zarezu, a sama operacija nije odredjivanje maksimuma ili minimuma, preporuka je da i rezultat te operacije
bude jedan od ulaznih gNaN-ova.
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Operacija QNaN formiran pomocu
Sabiranje, oduzimanje | (doo) £ (Feo)
Mnozenje 0 X oo

Deljenje 0/0, oo/co

Ostatak xREM 0, » REM y
Kvadratni koren v/x kada je x<0

Tabela 11: Operacije koje proizvode Tihi NaN

Sabiranje i oduzimanje
Neka su brojevi x i y zapisani u pokretnom zarezu kao x = x; x %,y = y, x B¢ i neka treba izracunati njihov
zbir ili razliku. U opStem slucaju dobijena vrednost ¢e biti jednaka
xty= (XS X Bxe_ye iyé‘) X Bye ako x, < Ye
(xs +yg X By(ﬁxe) x % ako Ye < Xe

Pri izvodjenju operacija treba voditi ra¢una o generisanju i propagaciji specijalnih vrednosti. Osnovni koraci u
algoritmu za sabiranje i oduzimanje su:

1. Provera postojanja specijalnih vrednosti. Ukoliko je neki od argumenata operacije specijalna vrednost,
rezultat se odredjuje prema pravilima navedenim u delu 3.

2. Oduzimanje x — y se se realizuje kao x+ (—y) uz prethodnu promenu znaka argumenta y.
3. Ukoliko je jedan od sabiraka jednak nuli, vrednost drugog sabirka je rezultat sabiranja.

4. Svodjenje sabiraka na jednake eksponente. Svodjenje se vrsi povecavanjem manjeg eksponenta uz istovre-
meno pomeranje cifara frakcije udesno. Pomeranje udesno se vrsi za onoliko mesta za koliko je povecana
vrednost eksponenta.® Ako pri pomeranju znatajan deo broja postane nula, tada vrednost drugog sabirka
predstavlja vrednost rezultata.

5. Sabiraju se znacajni delovi sabiraka, pri ¢emu se uzimaju u obzir njihovi znaci. Sabiranje se vrsi po
pravilima za sabiranje celih brojeva u zapisu znak i apsolutna vrednost. Ukoliko je dobijeni rezultat nula,
tada je ukupan zbir nula. Ako je pak pri sabiranju dosSlo do prekoracenja, dobijeni rezultat se pomera za
jedno mesto udesno uz povecanje vrednosti eksponenta za jedan. Ako ovo povecanje vrednosti eksponenta
dovede do prekoracenja (vrednosti eksponenta), ukupan rezultat sabiranja je +o ili -0 u zavisnosti od
znaka broja.

6. Trazeni zbir predstavlja broj u pokretnom zarezu ¢iji su znak i znacajan deo jednaki znaku i zbiru znacajnih
delova sabiraka, a eksponent jednak eksponentu sabiraka. Ako u rezultatu sabiranja znacajan deo nije
normalizovan (u binarnom zapisu) ili nije predstavljen pomo¢u ciljanog eksponenta (u dekadnom zapisu),
pokusava se njegova normalizacija odnosno trazi ciljani eksponent. Ukoliko je tom prilikom doslo do
potkoracenja vrednosti eksponenta, ukupan zbir je nula, dok se u ostalim slucajevima po potrebi vrsi
zaokruzivanje i formira traZeni zbir.

MnoZenje i deljenje

Implementacija mnoZenja i deljenja je jednostavnija od implementacije sabiranja i oduzimanja jer se ne vrsi
svodjenje na isti eksponent. Neka su brojevi x i y zapisani u pokretnom zarezu kao x = x; x ™,y =y, x B’ i neka
treba izracunati njihov proizvod ili koli¢nik. U opStem slucaju dobijena vrednost je

xxy = (xg*kyg) X Bretye

x/y = (x/ys) x B

Pri izvodjenju operacija potrebno je voditi ra¢una o formiranju i propagaciji specijalnih vrednosti. Osnovni
koraci u algoritmu za mnoZenje su:

8Ako se brojevi pisu pomoc¢u heksadekadne osnove svako poveéanje vrednosti eksponenta za jedan zna¢i pomeranje 4 bita frakcije
udesno.
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1. Proverava se postojanje specijalnih vrednosti. Ukoliko neki od argumenata operacije predstavlja specijalnu
vrednost, rezultat se odredjuje prema pravilima navedenim u delu 3.

2. Ukoliko je bar jedan od ¢inilaca jednak nuli, rezultat je 0.

3. Saberu se vrednosti eksponenata i od dobijenog zbira oduzme uvecanje. Ako je doslo do prekoracenja pri
ovom sabiranju, krajnji rezultat je 4-oo u zavisnosti od znaka brojeva x i y. Ako je pak doslo do potkoracenja
vrednosti eksponenta, krajnji rezultat je pozitivna ili negativna (u zavisnosti od znaka brojeva x i y) nula.

4. PomnoZe se znacajni delovi brojeva. MnoZenje se vr$i prema pravilima za mnozenje celih brojeva zapisa-
nih pomo¢u znaka i apsolutne vrednosti.

5. Dobijeni rezultat se normalizuje, odnosno odredi se ciljani eksponent sli¢nim postupkom kao kod sabira-
nja.

6. Broj cifara u proizvodu je dvostruko veéi od broja cifara vrednosti koje su pomnoZene; cifre koje su visak
se odbacuju u procesu zaokruzivanja.

Osnovni koraci u algoritmu za deljenje su:

1. Proverava se postojanje specijalnih vrednosti. Ukoliko je neki od argumenata operacije specijalna vred-
nost, rezultat se odredjuje prema pravilima navedenim u delu 3.

2. Ako je delilac nula, tada

* Ako je deljenik #0, koli¢nik je 4o u zavisnosti od znaka x.

* Ako je deljenik =0, tada je rezultat NaN.

3. Oduzmu se vrednosti eksponenata i na dobijenu razliku doda uvecanje. Ako je doslo do prekoracenja pri
ovom sabiranju, krajnji rezultat je +eo u zavisnosti od znaka brojeva x i y. Ako je pak doslo do potkoracenja
vrednosti eksponenta, krajnji rezultat je pozitivna ili negativna (u zavisnosti od znaka brojeva x i y) nula.

4. Podele se znacajni delovi brojeva. Deljenje se vrsi prema pravilima za deljenje celih brojeva zapisanih
pomocu znaka i apsolutne vrednosti.

5. Dobijeni rezultat se normalizuje, odnosno odredi se ciljani eksponent sli¢nim postupkom kao kod sabira-
nja.

6. Dobijeni koli¢nik se zaokruzuje prema pravilima za zaokruZivanje.

Izuzeta stanja, zastavice i zamke

Pri pojavi izuzetog stanja (kao npr. deljenja sa nulom ili prekoracenja) prema IEEE standardu predaje se
rezultat i nastavlja sa radom. Tipi¢ni predefinisani rezultati su NaN za 0/0, i o ili prekoracenje za 1/0. IEEE
754 standard deli izuzeta stanja u 5 klasa: prekoracenje, potkoracenje, deljenje sa nulom, pogresna operacija i
neta¢nost.” Za svako od ovih izuzeéa se postavlja posebna zastavica (eng. flag) koju korisnik moZe programski
da ispituje.

Standard takodje omogucuje upotrebu programskih rutina za rad sa zamkama (eng. trap handler). Pored omo-
gutivanja rada programa napisanih u prethodnom periodu koji su koristili zamke, upotreba zamki je neophodna
i da bi se prevazisle situacije kao na primer:

do uslov
until (x >= 100)

Kako upotreba relacije <, <=, >, >=, = za poredjenje NaN sa brojem uvek vrac¢a vrednost netacno, prethodni
kod ¢e bez upotrebe zamki uéi u beskonacni ciklus ako x postane NaN.

9Netactnost se javlja npr. kada zaokruZeni rezultat operacije u pokretnom zarezu nije jednak izratunatom medjurezultatu, kao i kada
pokusaj zaokruzivanja dovede do prekoracenja.
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Primeri zapisa brojeva pomo¢u dekadne osnove

Primer1: Zapisati broj +123.4 u pokretnom zarezu pomoc¢u dekadne osnove u jednostrukoj ta¢nosti, koristeéi
1. dekadno (DPD) kodiranje
2. binarno (BID) kodiranje

Resenje: Broj koga treba zapisati predstavimo u obliku +1234*10~!. Vrednosti cifara u zapisu broja su:
1. DPD kodiranje

(a) Broj koga treba zapisati je pozitivan — znak broja je 0.

(b) Znacajan deo broja je 1234. Dopunimo ga do maksimalnog broja cifara za jednostruku tacnost (7).
Dobijeni broj koga treba da kodiramo je 0001234. Kodiraju se 6 cifara manje tezine u dva dekleta,
dok se cifra najvece tezine kodira u polju za kombinaciju. Primenom DPD kodiranja dobija se (npr.
na osnovu tabele shematskog prikaza kodiranja):

0 0 1 2 3 4 Dekadni zapis
abcd efgh ijkm abcd efgh ijkm
0000 0000 0001 0010 0011 0100 BCD zapis
000 000 0 001 010 011 0 100 DPD dekleti
par stu v wxy pqr stu v wxy

(c) Eksponent je jednak -1, i uz uvecanje 101 dobija se 100. Prevod dobijene vrednosti u binarni brojni
sistem je 01100100. Odavde je nastavak eksponenta 100100, dok se prva dva bita 01 kodiraju u
kombinaciji.

(d) Kombinacija treba da kodira cifru O (cifra najvece tezine znacajnog dela) i dva bita najvece tezine
eksponenta (binarne cifre 01). Kako je 0 mala cifra, na osnovu pravila za predstavljanje sledi da je
kombinacija = 01000.

Odavde, zapis broja +123.4 je 0 01000 100100 0000 0000 0101 0011 0100
2. BID kodiranje

(a) Broj koga treba zapisati je pozitivan — znak broja je 0.

(b) Znacajan deo broja je 1234. Dopunimo ga do maksimalnog broja cifara za jednostruku ta¢nost
(7). Dobijeni broj koga treba da kodiramo je 0001234. Prevod ovog broja u binarni sistem je
10011010010. Posto se u u jednostrukoj tacnosti znacajan deo broja zapisuje u bar 23 bita, tra-
Zeni prevod se dobija dodavanjem nula sa leve strane i iznosi 00000000000010011010010.

(c) Eksponent je jednak -1, i uz uvecanje 101 dobija se 100. Prevod dobijene vrednosti u binarni brojni
sistem je 01100100.

(d) Kombinacija treba da kodira klasifikaciju, bitove eksponenta i cifru najveée tezine znacajnog dela
broja. Kako prevod znacajnog dela broja u binarni sistem pocinje nulom (tj. moze da se zapise u 23
bita bez menjanja vrednosti) to su prva dva bita kombinacije ili Ox ili 10. U tom slucaju se eksponent
nalazi na pocetku kombinacije, a za njim slede 3 bita koja se dodaju na zapis znacajnog dela. Posto
su tri bita najvece tezine zapisa znacajnog dela jednaka 000, kombinacija ima oblik 01100100000.

Odavde, zapis broja +123.4 je 0 01100100000 00000000010011010010

Primer 2: Zapisati broj +982.5294*10% u pokretnom zarezu pomo¢u dekadne osnove u jednostrukoj taénosti,
koriste¢i oba nacina kodiranja.

Resenje: Dati broj zapi$imo u obliku +9825294*10%. Vrednosti cifara u zapisu broja su:
1. DPD kodiranje

(a) Broj koga treba zapisati je pozitivan — znak broja je 0.
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(b) Znacajan deo broja je 9825294. Sest cifara manje teZine se kodiraju u dva dekleta, dok se cifra
najvece tezine kodira u polju za kombinaciju. Primenom DPD kodiranja dobija se (npr. na osnovu
tabele shematskog prikaza kodiranja):

8 2 5
abcd efgh ijkm
1000 0010 0101

100 010 1 101
pgr stu v wxy

2 9 4
abcd efgh ijkm
0010 1001 0100

010 101 1 010
pqr stu v wxy

Dekadni zapis
BCD zapis

DPD dekleti

(c) Eksponent je jednak +38, i uz uvecanje 101 dobija se 139. Prevod dobijene vrednosti u binarni
brojni sistem je 10001011. Odavde je nastavak eksponenta 001011, dok se prva dva bita 10 kodiraju
u kombinaciji.

(d) Kombinacija treba da kodira cifru 9 (cifra najvece tezine znacajnog dela broja) i dva bita najvece
tezine eksponenta (binarne cifre 10). Kako je 9 velika cifra, na osnovu pravila za predstavljanje sledi
da je kombinacija = 11101.

Odavde, zapis broja +982.5294%10% je 111101 001011 1000 1011 0101 0101 1010

2. BID kodiranje

(a) Broj koga treba zapisati je pozitivan — znak broja je 0.

(b) Znacajan deo broja je 9825294. Njegov prevod u binarni sistem je
100101011110110000001110. Prevod ve¢ ima 24 binarne cifre i ne treba da se dopunjava nulama
sa leve strane.

(c) Eksponent je jednak +38, i uz uvecanje 101 dobija se 139. Prevod dobijene vrednosti u binarni brojni
sistem je 10001011.

(d) Kako eksponent ima 24 bita i pocinje sa 1001, prva dva bita kombinacije su 11. Posto je u pitanju
konacan broj, eksponent se nalazi u produzetku kombinacije, a na kraju sledi cifra 1 (jer je 8+G,14
= (1001), odakle sledi da je G,,.4=1). Dobijena kombinacija je 11100010111. Kod za znacajan deo
¢ini preostalih 20 bitova prevoda.

Odavde, zapis broja +982.5294*10% je 011100010111 01011110110000001110

4 Zapis brojeva u pokretnom zarezu pomoc¢u heksadekadne osnove

Na ra¢unarima danas se, pored prethodno opisanih zapisa propisanih IEEE 754 standardom, koristi jo$ i zapis realnih brojeva pomocu
osnove 16. Tipican predstavnik racunara koji koriste (ili su koristili) ovakav nacin zapisa su racunari familija S/360, S/370, S/390 i z
serija firme IBM. Znacajan deo broja se zapisuje u obliku znak i apsolutna vrednost; znak znacajnog dela broja je istovremeno i znak broja;
upisuje se u bit najvece tezine i ima vrednost 0 za pozitivne i 1 za negativne brojeve. Znacajan deo broja je takodje normalizovan (u obliku
0.dp...d_(,_1)). Njegova frakcija se zapisuje sa 6 heksadekadnih cifara u 24 bita.

Eksponent se zapisuje u 7 bita na pozicijama 24-30. Vrednosti eksponenta se zapisuju u potpunom komplementu uz uvecanje za 64.
Vrednosti eksponenta koje mogu da se zapi$u pripadaju intervalu [—64,+63] odnosno [0, 127] posle uvecanja za 64. Zapis u registru duzine
32 bita pomoc¢u heksadekadne osnove je prikazan na slici 4. I u ovom sluc¢aju osnova =16 se ne zapisuje u registru. Pravilo je da se nula

31 30 24 23 0
Uvecan
A eksponent

Znak

Frakcija

Slika 4: Format zapisa realnog broja u jednostrukoj tac¢nosti pomoc¢u heksadekadne osnove

zapisuje kao sve nule u registru. U tabeli 12 su dati neki primeri zapisa realnih brojeva u 32-bitnoj re¢i uz upotrebu heksadekadne osnove.
Interval kome pripada realan broj x koji moZe da se zapiSe uz koriS¢enje 32 bita se odredjuje na osnovu formata zapisa. Za veli¢inu
eksponenta e vazi
20 <e< 261
Za vrednost s kojom se predstavlja frakcija vazi
167 <|s]<1-167¢
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Znak  Eksponent Frakcija

+15 = 0 1000001 111100000000000000000000

-15 = 1 1000001 111100000000000000000000

+1/64 = 0 0111111 010000000000000000000000

0 = 0 0000000 000000000000000000000000

+167'x167% = 0 0000000 000100000000000000000000
(1-167%)x 16763 = 0 1111111 111111111111111111111111
+160%x167% = 0 0000000 000000000000000000000001

Provera vrednosti zapisa broja +15:

—Znak = +

— Eksponent = 1 (=65 - 64)

— Frakcija = (F);s = Fx167!

- Vrednost = Znak frakcija * 165707 = +(Fx16~') * 16! = +F;5 = +15y

Tabela 12: Zapis realnih brojeva u jednostrukoj ta¢nosti / heksadekadna osnova

Kombinacijom ovih vrednosti dobija se da je interval brojeva koji mogu da se zapisu
16711678 < |x[< (1-16)x16™3  odnosno  54%107° S |x|< 721077

Pokusaj zapisa broja x gde vazi | x | > (1 —167%) x 167% dovodi do pozitivnog ili negativnog prekoracenja, u zavisnosti od znaka broja. Pre
pojave ratunara iz familije z serija pokusaj zapisa broja | x |< 16~% je dovodio do pozitivnog ili negativnog potkorat¢enja'® Sa pojavom z
serije uvedeni su subnormalni (tada denormalizovani) brojevi u zapis realnih brojeva sa heksadekadnom osnovom, ali zbog kompatibilnosti
programa napisanih na racunarima koji su prethodili z seriji (jer su se kao vazeci brojevi koristile sve ostale kombinacije bitova) nisu
uvedene i vrednosti NaN i beskona¢no. Najmanji subnormalni broj (po apsolutnoj vrednosti) koji moZe da se zapise u jednostrukoj ta¢nosti
je 167 %1670 =16"0~5.1%10"%

I u slucaju heksadekadne osnove realan broj u dvostrukoj ta¢nosti se zapisuje pomocu dva uzastopna registra veli¢ine 32 bita (slika 5).
Format zapisa u prvom registru je identi¢an formatu zapisa u jednostrukoj ta¢nosti, dok se ceo drugi registar koristi za zapis dodatnih cifara

7 bita 56 bita
6362 5655 32 bit > >
» i uvecani iia vede tezi ihci
’A‘ gl:?;(?l?&nt Frakcija ‘ zna%(—H ekspon. vt‘ frakcija vece tezine (14 heksadekadnih cifara) ‘
127 64
Znak _ 7bita 56 bita _
31 0 bit uvecani ii ie tezi ih ci
- - o ai_,H ekspon. m* frakcija manje tezine (14 heksadekadnih cifara) ‘
’ Produzetak frakcije ‘ 0
Slika 5: Format zapisa realnog broja u dvostrukoj ta¢nosti Slika 6: Format zapisa realnog broja u ce-
pomocu heksadekadne osnove tvorostrukoj tac¢nosti pomoc¢u hek-

sadekadne osnove

frakcije. U ovom slucaju je interval realnih brojeva koji mogu da se predstave u dvostrukoj tacnosti
1671x167% < |x[< (1-167")%16"0,  odnosno  54x1077 <|x|g 72x1077

Najmanji subnormalni broj (po apsolutnoj vrednosti) koji moze da se zapige je 167 16714 = 1678 ~ 1.2+ 1074

Z serija racunara je donela i Cetvorostruki format zapisa za realne brojeve sa heksadekadnom osnovom. Za zapis realnih brojeva sa
heksadekadnom osnovom u ¢etvorostrukoj tacnosti se koristi 16 bajtova. Pri tome veli¢ina prostora za eksponent koji se zapisuje u kodu
visak 64 i dalje ostaje ista. Odgovarajuce pozicije za eksponent u drugoj polureci (slika 6) se koriste za zapis manje tezine uvecanog
eksponenta (prakti¢no eksponenta ¢ija je vrednost umanjena za 14 i koji predstavlja "pravi" eksponent za deo frakcije manje tezine koji se
nalazi u toj dvostrukoj re¢i). Interval brojeva koji mogu da se predstave u ¢etvorostrukoj tacnosti je

1671x167% < |x[< (1-16"2)x16"%,  odnosno  54%1077° ZS|x|g 72x10T7

Najmanji subnormalni broj koji moZe da se zapise je 167 %1672 = 1672 =~ 1.7+ 1011

Poredjenje zapisa realnih brojeva

Bez obzira na nacin zapisa realnih brojeva, za izabranu ta¢nost (sa binarnom, dekadnom ili heksadekadnom osnovom) broj razlicitih
zapisa realnih brojeva je isti, ali je gustina na pojedinim delovima brojc¢ane ose razli¢ita (slika 7). Ukoliko se poveca interval za eksponent,
smanjuje se broj cifara frakcije koje je moguée zapisati i obratno. StaviSe, realnih brojeva koji mogu da se zapi$u u jednostrukoj taénosti ima
isto koliko i celih (232) jer toliko ima razli¢itih kombinacija bitova u registru duZine 32 bita. Kao ilustracija moguéih naéina zapisa brojeva
u pokretnom zarezu koji se koriste u danasnjim racunarima moze da posluzi naredna tabela koja sadrzi uporedni prikaz (preuzet iz [4])
nekih vrednosti zapisanih u jednostrukoj ta¢nosti pomocu binarne (IEEE 754), dekadne (IEEE 754, DPD kodiranje) i heksadekadne osnove.

10U tom slu¢aju program nije prekidan, ali je prikazivana poruka o pojavi potkoracenja, i umesto navedene vrednosti u daljim operacijama
je uzimana 0.
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(b) Zapis pomocu binarne osnove - IEEE 754 format sa dekadnom osnovom i uklju¢enim subnormalnim vrednostima

o149 o149
72712() 0 +27126+27125 +27124 +27123
(a) Zapis pomocu binarne osnove - IEEE 754 format sa binarnom
osnovom i uklju¢enim subnormalnim vrednostima
10101 410101

— 10j§+1095+10"4 +107% +10%2

_ 16770

osnovom i uklju¢enim subnormalnim vrednostima

+ 16770

— mﬁﬁ +1670341604 +1693 +16792

(c) Zapis pomocu heksadekadne osnove sa uklju¢enim
subnormalnim vrednostima

Slika 7: Gustina zapisa realnih brojeva (za jednostruku ta¢nost)

Vrednost S | BEorC Ostatak frakcije
1.0 B | 0| 01111111 000 0000 0000 0000 0000 0000

H | 0 | 1000001 0001 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0100010 0100 0000 0000 0000 0001 0000 | [10x107!]
0.5 B | 0| 01111110 000 0000 0000 0000 0000 0000

H | 0 | 1000000 1000 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0100010 0100 0000 0000 0000 0000 0101 | [5x107']
1/64 B | 0 [ 01111001 000 0000 0000 0000 0000 0000

H| 0| 0111111 0100 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0100001 1111 0000 0101 0111 0010 0101 | [15625x10°]
+0 B | 0 | 0000000 0 000 0000 0000 0000 0000 0000

H | 0 | 0000000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0100010 0101 0000 0000 0000 0000 0000 | [+0x10°]
-0 B | 1 | 00000000 000 0000 0000 0000 0000 0000

H | 1 | 0000000 0000 0000 0000 0000 0000 0000

D | 1 | 01000100101 0000 0000 0000 0000 0000 | [-0x10°]
-15.0 B [ 1 | 10000010 111 0000 0000 0000 0000 0000

H | 1| 1000001 1111 0000 0000 0000 0000 0000

D |1 | 01000100100 0000 0000 0000 1101 0000 | [-150x10~']
20/7 B | 0 | 100 0000 0 01101101101 1011 0110 1110

H | 0 | 1000001 0010 1101 1011 0110 1101 1011

D | 0| 01010011111 1101 0111 0100 1100 0011 | [2857143x107¢]
27126 B | 0 | 0000000 1 000 0000 0000 0000 0000 0000

H | 0 | 0100001 0100 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0000111 1001 0011 1101 0110 0101 1010 | [1175494x10~%]
27149 B | 0 | 00000000 000 0000 0000 0000 0000 0001

H | 0| 0011011 1000 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 00001110010 1000 0000 0101 0101 1110 | [1401298x10°']
2B F B [ 0] 11111110 11111111111 111111111111
F=1-2"2% | H | 0 | 110 0000 11111111111111111111 1111

D | 0 | 1001100 0101 1000 0000 1001 0010 1101 | [3402823x10132]
27260 B Nula (broj je isuvise mali)

H | 0 | 0000000 0001 0000 0000 0000 0000 0000

D | 0 | 0010101 0000 011111101111 0000 0101 | [5397605x1083]
W F B Ne moZe da se predstavi
F=1-2"% | H| 0 | 1111110 111111111111 111111111111

D | 0| 10100101001 1010 1000 1100 1010 1000 | [4523128x101%8]

Oznake:

* S - znak broja (frakcije)
* B - Zapis sa binarnom osnovom (IEEE 754)
* D - Zapis sa dekadnom osnovom (IEEE 754, DPD kodiranje)

e H - Zapisa sa heksadekadnom osnovom (IBM z serija)

e BE ili C Uvecani eksponent B ili H broja, kombinacije kod D
broja
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Efektivna Sirina

Rezolucija razli¢itih formata zapisa brojeva u pokretnom zarezu moze da bude opisana pomocu rastojanja izmedju dva susedna pred-
stavljiva broja u tom formatu, tj. pomocu vrednosti ulp-a. Veli¢ina ulp-a je direktno zavisi od preciznosti formata. Pored ulp-a, drugi
nacin za opis rezolucije formata je bliskost pojedinacne vrednosti u odnosu na relativno rastojanje $to moze da se predstavi vredno$c¢u
ulp-a/vrednost broja. Relativno rastojanje moze da se konvertuje u oblik koji se naziva efektivna $irina koji je vrlo sli¢an sa preciznoséu. Za
neku pojedina¢nu normalnu vrednost x u pokretnom zarezu efektivna $irina (u oznaci W je jednaka Wy = logg(x/ulp). Kada se efektivna
Sirina meri kori§¢enjem osnove koja se koristi za zapis u pojedinom formatu, vaZi nejednakost p—1 < Wy < p gde je  osnova koja se
koristi za zapis i p preciznost formata. Na osnovu prethodne jednakosti i nejednakosti mogu da se izracunaju efektivne Sirine normalnih
brojeva u IEEE 754 binarnom i dekadnom formatu, kao i u zapisu pomo¢u heksadekadne osnove. Dobijeni rezultati za osnove 2, 10i 16
(tj. broj tacnih binarnih i dekadnih cifara) su prikazane u tabeli 13.

Duzina Osnova W, Wio

/tacnost Max Min Max Min
32 bita H 24.00 20.00 7.22 6.02
(4 bajta) B 24.00 23.00 7.22 6.92
/jednostruka D 23.25 1993 | 7.00 | 6.00
64 bita H 56.00 52.00 | 16.86 | 15.65
(8 bajtova) B 53.00 52.00 | 15.95 | 15.65
/dvostruka D 53.15 49.83 | 16.00 | 15.00
128 bita H 112.00 | 108.00 | 33.72 | 32.51
(16 bajtova) B 113.00 | 112.00 | 34.02 | 33.72
/Cetvorostruka D 112.95 | 109.62 | 34.00 | 33.00

Tabela 13: Najvece i najmanje efektivne Sirine predstavljene u osnovama 2, 10 i 16
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