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Sazetak

U ovom radu posebno se istice da je vazno tautologije dokazivati
(i) bez tablica istinitosti, odnosno prepoznavati da su to zakoni koji
postoje u ljudskoj svesti.

Drugim re¢ima pravi se jedan konceptualno nematematicki prikaz,
odnosno na nematematicki na¢in se dolazi do formalizacije logike.

Korektno matematicko rasudivanje ne mora se uciti proucavanjem
logickih formula i simbola, ve¢ izvanrednim primerima iz ,obi¢nog”
zivota, pomoc¢u govornog jezika, koji su dobrog logickog i metodolo-
skog sadrzaja.

Naprimer logicku operaciju konjunkciju p A g treba citati: ,,Oba su
tacna” dok logicku operaciju disjunkciju pV ¢ treba ¢citati: ,Bar jedan
je tacan” |, logicku operaciju negaciju Tp treba ¢itati: ,nije tacan p”
i logicku operaciju ekvivalenciju p < ¢ treba citati ,isto je stoi” pa
onda Demorganov zakon T(p A q) < TIp V g se cita:

,Nisu oba tacna isto je sto i bar jedan je netacan”
ili
»Nisu (i) Pera i Steva Englezi isto je $to i bar jedan od njih
nije Englez”
gde je p isto $to i ,Pera je Englez” a g je isto sto i ,,Steva je Englez”

sto za svako ljudsko biée je o¢evidno tacno! Ovo se potkrepljuje i kroz
razne konkretne primere da bi se potvrdilo gore rec¢eno.

Posebno mesto u ovom izlaganju posveceno je implikaciji, jer je
ona nesporno najapstraktnija logicka operacija i za nju se takode kroz
razne primere obi¢nog Zivota pokazuje da postoji u svesti (mozgu?)
ljudskih bi¢a tj. da nju nisu definisali matematicari, ve¢ samo pre-
poznali u svojoj svesti.

Da bi logika nastala i razvijala se, mora da postoji prirodna sredina
(medium) u kome se to desava. Da bi riba nastala i razvijala se mora
da postoji prirodna sredina (medium) za to, a znamo da su to reke,
jezera, mora i okeani.



Osnovni medijum logike jeste maternji jezik. U ovom radu se po-
kazuje da svako ljudsko bice koje je savladalo svoj maternji jezik i
nije zavrsilo nijedan razred Skole, moze u svojoj svesti da prepozna
sve logicke operacije i sve logicke zakone. Tek posle jezika pojavlju
se drugi medijumi (nauke?) za logiku, a to su matematika, fizika,
hemija, biologija, medicina, ekonomija, sociologija, psihologija, geo-
grafija, istorija, filosofija, teologija itd.

Kako je matematika zaista jedan od najlepsih midiuma za logiku,
tu su matematicari prisvojili logiku kao svoju i nazvali je ,,Matematicka
logika”

Dalje se ukazije da su kvantifikatori V i 3 uopstenja konjunkcije i
disjunkcije, a formule (Vz)7r(z) < (Jz)In(x) i I(Fz)7(x) < (Vo) In(z)
su uopstenja Demorganovih zakona.

Moze se pokazati da je najelegantniji i najkra¢i dolazak do svih
tautologija formiranjem Bulove algebre, a time su automatski prouceni
osnovni delovi teorije skupova i teorije brojeva.

Uvod

Ovaj rad jeste jedan pokusaj price o tome $ta je to logika?

Kako se broj novih nauénih saznanja povec¢ava velikom brzinom,
tada, da bi mladi istraziva¢ dosao sto pre do nivoa da moze ravno-
pravno ucestvovati u nauc¢noj ,trci” on mora prethodno da savlada sva
neophodna fundamentalna znanja ¢iji broj kako rekosmo raste ekpone-
ncijalnom brzinom. Zbog toga je razvoj metodike nastave matematike



izuzetno vazan, da bi mladi istrazivac sto pre stasao za ozbiljan naucni
rad.

Metodika nastave matematike je nauka koja proucava metode,
nacine, postupke i algoritme, kako najlakSe, najbrze i najefikasnije
nauciti nekoga daka, studenta ili bilo koga drugog ko zeli da usvoji
neka znanja iz matematike. Naravno da je metodika nastave matema-
tike interdisciplinarna nauka matematike, pedagogije i psihologije.

Posebno, metodika nastave matmaticke logike je interdisciplinarna
nauka pored matematike, pedagogije i psihologije, jos i logike i filo-
zofije.

Dali je naziv ,Matematicka logika” odgovarajuéi i opravdan? Kako
¢emo videti iz ovoga rada, ,Matematicka logika” je logika svih ovoze-
maljskih ljudskih bi¢a, a ne samo posebne grupacije ljudi, matemati-
cara. Mozda bi se moglo re¢i da je to Bozija logika, bez obzira da li
prihvatamo postojanje Boga ili ne.

Iskazi

Vi znate da su izkazi recenice na koje se moze primeniti jedna i
samo jedna od reci istinito ili neistinito tako da ,,to ima smisla”

Drugim recima, funkcija koja preslikava skup recenica u skup
{ ta¢no, netatno }, za svoj domen ima samo re&enice koje su

ISKAZI

Sad na pocetku rasprave o logici” tesko je dati neku precizniju
,definiciju” odnosno objasnjenje, Sta je to iskaz (stav, sud, tvrdenje,
teorema (?), lema (?)). Pojam iskaza ustvari sazreva kroz dugi niz
godina rada u matematici i u drugim naukama.

Dalje ¢e veé biti lakse, kada se poénu definisati (?) osnovne logicke
operacije u skupu svih iskaza, a to su konjunkcija, disjunkcija, ekviva-
lencija, implikacija i negacija.

Prve dve, mozemo reé¢i najosnovnuje i najjednostavnije, su ko-
njunkcija i disjunkcija opisane (definisane 7) u sledeé¢em delu.



Konjunkcija, disjunkcija, negacija i
Demorganovi zakoni

Binarna operacija konjunkcija, u oznaci A medu iskazima p i q je
takva da je iskaz p A ¢ istinit ako i samo ako su oba istinita, a operacija
disjunkcija u oznaci V je takva da je pV ¢ istinit ako i samo ako je
bar jedan istinit.

Negacija, u oznaci 7 je unarna operacija takva da ako je p istinit
tada je TIp neistinit i ako je p neistinit, tada je Tp istinit.

Cinjenice iz prethodna dva pasusa ne mogu se dokazati, one su
plod logike ljudskoga roda (definicije?), ali se sada na primer moze
,dokazati” da iskaz T(p A ¢) ima uvek istu istinitosnu vrednost sa
iskazom TIp V g, za sve vrednosti iskaza p i ¢ tj. T(p A gq) = Tp V Tg.
Dokaz sledi efektivnom proverom sva Cetiri moguca slucaja.

Medutim i bez te provere, nama, pripadnicima ljudskoga roda, to
je jasno i bez dokazivanja (?), jer ako konjunkeiju ¢itamo oba su ta¢na
i disjunkciju bar jedan je tacan sledi tacnost iskaza:

Nisu oba tadna, isto je Sto i bar jedan je netacan!
a to je bas prvi Demorganov zakon.

Analogno je i sa drugim Demorganovim zakonom 7(pV¢q) = TpATg,
koji iskazan obi¢nim recima glasi:

Nije bar jedan tacan, isto je $to i oba su neta¢na!
ili
Nije tacno, da je bar jedno od njih dvoje lopov, isto je Sto i
oboje su posteni.
a to je bas drugi Demorganov zakon.

Time prepoznajemo, da ovi logicki zakoni, koji se zovu se Demo-
rganovi zakoni (tautologije) postoje u svesti svakoga ¢oveka i nema
potrebe (7) za nekim ,dokazivanjem” !

Logicka operacija ekvivalencija je oznacena sa < i iskaz p < ¢ je
tacan ako i samo ako iskazi p i ¢ su takvi da istovremeno su oba tacna
ili oba netacna. I ova logicka operacija je vrlo jednostavna i jasno
prepoznatljiva u nasoj svesti.

Sad umesto I(p A q) = TpV g pisa¢emo I(pAq) < TpV Tg.



Kao i umesto I(p V ¢) = Tp A Tg pisa¢emo T(pV q) < Tp A Tg.

[lustracija prvog Demorganovog zakona na primeru:

»Nije ta¢no da su | Stiven I Majkl belci, isto je Sto i
(ekvivalentno sa) bar jedan od njih nije belac”

tj.
»Nisu oba belci, istoje 5to i (ekvivalentno sa) bar jedan od njih nije
belac”

i drugog:

»Nije ta¢no da je bar neko od njih dvoje lopov, isto je §to i
(ekvivalentno sa) oboje su posteni”

Na taj nacin dalje izgradujemo nasu sopstvenu logiku tj. forma-
lizujemo je odnosno uredujemo je tj. prepoznajemo da ona postoji u
nasoj svesti, u svesti ovozemaljskih ljudskih bica!

Generalizacije konjunkcije i

disjunkcije tj. kvantifikatori i
generalizacije Demorganovih zakona

Ako je A = {1, 29, -+ ,x,} neki skup bilo kakvih elemenata i ako
je m neka osobina koju svaki elemenat skupa A moze posedvati ili ne,
tada oznaka m(z) se ¢ita m od x odnosno

m(z) < ,elemenat x poseduje osobinu 7”

i naravno m(z) jeste iskaz.
Dalje uvodimo oznake

(Fz € A)n(z)

(¢ita se: Postoji x iz skup A takav da je 7(x) tacno) i



(Vo € A)n(x)

(Cita se: Za svako z iz skup A 7(z) je tacno), koje su definisane sa:
de
(Jz € A)n(z) 24 m(z1) Vr(xe) V.- Vr(x,)

(Vz € A)m(z) Y r(z) Am(z) A Am(zn),

gde je m neka osobina koju proizvoljni elemenat moze zadovoljavati ili
ne zadovoljavati tj. m(x) je iskaz, $to znadci ili je tacan ili netacan.

Prema toma simboli V i 3 su uopstenja konjunkcije odnosno disjunkcije
i zovu se kvantifikatori redom ,,za svako” i ,postoji”

Rekli smo da 7 oznacava neku osobinu koju svaki elemenat skupa
A ={xy,29, -+ ,x,} moze posedovati ili neposedovati i da 7(x) ozna-
cava da elemenat x iz skupa A poseduje osobinu 7. Naravno, jasno je
da 7(x) jeste iskaz.

Kao sto smo rekli, vrlo vazne teoreme iz iskazne algebre tj. tauto-
logije, koje se veoma ¢esto koriste u radu, su Demorganovi zakoni,

T(pVe) < TpATg i IpVag) < TIpATg, anjihove generalizacije
za A= {xy,x9, - ,T,}, gde su w(xy), m(2z2), -+ ,m(x,) neki iskazi, su

1((3x c A)w(@) & (Vo € A)n(z)

((ve € A)r(2)) & (G € A)In(x)
ili na primerima:
»,Nije tacno da postoji jednakostranican trougao”
ekvivalentna je sa
»ovaki trougao je nejednakostranican”

gde je A skup trouglova, a osobina 7 - biti jednakostranican. Takode
recenica

,Nije tacno da su svi ljudi humani”
ekvivalentna je recenici

,Postoji ¢ovek koji nije human”



gde je A skup ljudi, a osobina 7 - biti human.

Nije tacno, da je bar jedan okrivljen, isto je Sto i svi su nevini.

Ove formule u Matematickoj logici zovu se valjane formule.

IMPLIKACIJA

Posebno mesto u analiziranju i proucavanju logic¢ih operacija po-
sveticemo IMPLIKACHJI, ne samo zbog njene vaznosti, veé¢ i zbog njene
velike apstraktnosti u poredenju sa ostalim logickim operacijama.

Bez sumnje, u metodickoj pedagoskoj obrazovnoj praksi, pokazano
je da ucenici i studenti najteze usvajaju pojam implikacije. Ovaj rad
pokusSava da objasni razlog te nesporne ¢injenice i pokusava da dopri-
nese Sto efikasnijem savladavanju pojma implikacije tj. uveravanjem
da ona postoji u nasoj svesti.

Pokusajmo da ovu izuzetno vaznu logicku binarna operacija u alge-
bri iskaza IMPLIKACIJU, koju ¢itamo: ,ako je p, tada je i ¢” , prepoz-
namo u nasoj svesti, koja se inace oznacava sa p = q.

Pre toga navedimo prvo nekoliko nac¢ina ¢itanja implikacije. Znaci
p = q se cita:

,p implicira q” ili ,iz p sledi ¢” ili ,,q je posledica od p” ili ,p je dovoljan
uslov za ¢” ili ,,q je potreban uslov za p” ili ,ako je p, onda je q”

Da vidimo sta logika ljudskoga roda (tj. mi) kaze (kazemo), kada
je iskaz p = ¢ tacan, a kada netacan?

Pa kao sto osecate i znate implikacija kaze da ako je p tacan, onda
mora biti i ¢ tacan, a ako p nije tacan, onda nikom nista tj.
sve je uredu!

Prema tome implikacija je netana ako i samo ako je
p tacan i ¢ netacan i NIKAD VISE!
Drugim recima ako je iskaz p netacan, tada je p = q
tacan iskaz bez obzira da li je iskaz q tacan ili netacan!

Znaci recenica ,Akoje p onda je i q” zahteva da je q tacno
SAMO ako je p tacno, odnosno ako je p netacno tada se nista
ne zahteva tj. sve je uredu!



Takode vazi da ako je q tacan, tada je p = q tacan bez
obzira na tacnost iskaza p.

To znadi da kada ispitujemo ta¢nost implikacije p = ¢, tada je dovoljno
proveravati samo da li je mogu¢ slu¢aj p = T i ¢ = L, pa ako je ta]
slu¢aj NEPOSTOJECI, onda i samo onda je implikacija taéna!

,Tacnost” (7) ¢injenica u prethodnim pasusima ,dokazivac¢emo”
(?7) kroz konkretne primere koji slede.

Slededi primer reSavamo tako $to ¢emo zaboraviti da smo matematicari
i zaboraviti da znamo definiciju implikacuje tj. kada je ona ta¢na, a kada
je netaéna. Tek posle toga resi¢emo isti primer ali tako $to ¢emo koristiti
definiciju implikacije.

Uporediti rezultate. Da li smo dobili iste odgovore? Evo toga primeral

Pera je saopstio Stevi tacan iskaz koji glasi:
»Ako mi budes smetao, dobi¢es batina”
Steva je smetao Peri. Da li je Steva dobio batina?
Steva je dobio batina. Da li je Steva smetao Peri?
Steva nije dobio batina. Dali je Steva smetao Peri?
Steva nije smetao Peri. Da li je Steva dobio batina?

Moguéi odgovori su samo jedan od: DA, NE i NE ZNA SE.

Naravno da smo dobili iste odgovore i to potvrduje da implikacija
postoji u nasoj svesti bas onakva kako se to u matematickoj logici i
definise!

Logicka operacija ekvivalencija je oznacena sa < i iskaz p & ¢ je
tacan ako i samo ako iskazi p i ¢ su takvi da istovremeno su oba tacna
ili oba netacna.

Sada se moze dokazati ( proverom sva 4 moguéa slucaja ) jos jedan
vrlo vazan i cesto koriséen logicki zakon koji se zove kontrapozicija tj.

p=q<qg="p,

jer u nekim primerima mnogo lakse dokazujemo ¢ = Tp nego p = gq.
,Dokazimo” ovaj zakon kontrapozicije slede¢im primerom:
Ako bude pomracenja sunca, tada indijanci nece ratovati
isto je sto i



Ako su indijanci ratovali, tada nije bilo pomracenja sunca.

Primetimo da ovaj zakon kontrapozicije, ustvari je onaj metod
dokazivanja kontradikcijom!
Objasnimo to!

Metod dokazivanja kontradikcijom kaze:
,Da bi smo dokazali da iz tacnosti iskaza p sledi tacnost iskaza ¢,
pretpostavicemo da iskaz ¢ nije tacan. Ako nas ta pretpostavka dovede
do bar jednog netac¢nog iskaza (naprimer Tp), to ée znaciti da je nasa
pretpostavka Tg netacna tj. iskaz ¢ je tacan”

Ovaj metod se samo ,servira” ucenicima i studenima kao ,zdravo
za gotovo” i njima to postaje jasno kroz razne primere, pa niko vise
ne pravi nikakve probleme oko toga da li je to bas tako!

Prema tome da li je trebalo ovaj zakon kontrapozicije dokazivati
kroz 4 slucaja pomocu tablice istinitosti ili je prethodni primer sa in-
dijancima dokaz?

Na osnovu prethodnih pasusa i definicije (?) implikacije,
sledi da je Jedlnl slucaj kada prva implikacija netacna,
p=T iq= 1, aisto vazi i za drugu implikaciju!

To znaci da je iskaz p = q & ¢ = TIp uvek tacan tj. tautologija.
Zmaci da je ovim dat dokaz bez koris¢enja tablice istinitosti tj. bez
proveravanja sva Cetiri slucajal

Medutim, koliko god je ulozeno truda u prethodnim pasusima da se
objasni implikacija tj. truda da se prepozna njeno postojanje u nasoj
svesti, to nije tako jednostavno i neophodno je puno godina rada u
matematici sa raznim reprezentativnim primerima da bi se postigao
zadovoljavajuci uspeh.

Sta to znaci reprezentativan primer za neku definiciju, teoremu
ili osobinu 7?7 To je takv primer, koji u odnosu na ostale primere,
neuporedivo bolje, brze, jasnije, jednostavnije i efikasnije objasnjava
neku definiciju, teoremu ili osobinu 7.
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Drugim re¢ima to su krajnje jednostavni primeri koji u potpunosti
objasnjavaju tj. karakterisu neku osobinu, definiciju ili teoremu.

Umeée metodike matematike je u pronalaZenju reprezentativnih
primera i kontra primera!

U tu sfrhu proanalizirajmo neke primere definicija u kojima kljuénu
ulogu ima implikacija, kako bi polako postajali sve familijarniji sa
implikacijom. Podimo sa definicijom antisimetricnosti binarne relacije.

Kao sto znate binarna relacija p skupa A je bilo koji skup uredenih
parova ¢ije komponente su iz skupa A, a ona nije antisimetri¢na
relacija skupa A ako i samo ako se istovremeno pojave parovi (1,2) i
(2,1) tj. bar jedan par simetri¢nih parova ¢ije komponente su razlicite.

Drugim rec¢ima relacija p je antisimetriéna relacija ako i samo ako
nepostoji par simetricnih parova c¢ije komponente su razlicite, koji
oba pripadaju relaciji p.

Time je potpuno jasno definisano $ta je antisimetri¢na relacija, bez
upotreba logickih operacija!

Kako za svaku relaciju vazi da ili je antisimetricna ili nije, tj. nema
trecega, to je svejedno da li ¢emo definisati kada nije ili kada jeste
antisimetri¢nal

,Matematicka” definicija antisimetri¢nosti glasi:

Relacija p je antisimetricna ako i samo ako za SVE njene parove vazi

(wncontaer) o=y

Da li ova matematicka definicija govori isto $to i prethodna? Ako
je odgovor DA, onda smo mi objasnili da tacnost implikacije zaista
postoji u svesti ljudskih bica!

Kako smo konstatovali, da jedini slucaj neta¢nosti implikacije jeste,
kada je leva strana tacna, a desna netacna, to sledi da relacija nije
antisimetricna ako i samo ako se istovremeno pojave parovi (1,2) i
(2,1) tj. par simetricnih parova ¢ije komponente su razli¢ite. Drugim
reCima to je ekvivalentno sa

<vx,yeA>(<x,y> epr%y) = (g.2) ¢ p.

Iz ekvivalentnosti prethodne dve implikacije sledi da vazi logicki
zakon tj. tautologija:
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pANqg)=r < (PAI)=Tq

gde smo uzeli p: (z,y) €p, q¢: (y,x) Ep 1 r:x=1y.

Da li se sa ovim moze smatrati da je teorema (lema, tautologija,
formula) (pAq)=r < (pATr)= "¢ dokazana?

[lustrujmo implikaciju jos na primeru definicije tranzitivnosti bi-
narne relacije. Kroz dugogodisnju metodicku praksu pokazalo se da
ucenje i shvatanje pojma tranzitivnosti na pocetku njenoga proucavanja
uopste nije jednostavano, pogotovu ako profesor, koji tumaci tu lek-
ciju, nije metodicki virtouz! Zasto? Pa bas zbog toga Sto je tranzi-
tivnost takode definisana pomoc¢u implikacije, koja je kao sto rekosmo
najsuptilnija (najapstraktnija) u odnosu na ostale logicke operacije.

Sada ¢emo dati definiciju tranzitivnosti obi¢nim mate-
rnjim jezikom, Sto moze da razume svako, ¢ak i bez i jednog
razreda sSkole samo da ima predstavu Sta je to ureden par
(a,b) tj. da su to dvojica a i b gde je bitno da je a prvi, a b
drugi, Sto oznacavamo sa (a, b) i da ima predstavu skupa.

Neki skup uredenih parova, odnosno binarna relacija p, ¢ije su kom-
ponente iz skupa A, nije tranzitivna ako i samo ako se bar jednom
desi situacija da

(4,5)ep i (5,7)ep i (4,7) ¢ p.
Naravno, ovde podrazumevamo da isto vazi, ako su umesto 4, 51 7
bilo koji drugi elementi iz skupa A.

Ako se takva situacija nikada ne desi
relacija p jeste tranzitivna.

Zasto je u prethodna dva primera lakse bilo definisati 77 umesto
7?7 Jasno je da je to zbog toga $to su obe dedfinisane preko implikacije,
a ona je samo u jednom sluc¢aju netacna, dok je u preostala tri slucaja
tacna.

Evo sada ,Matematicke” definicije tranzitivne relacije p.

Relacija p skupa A, je tranzitivna ako i samo ako za SVE uredene
parove iz p vaZzi:

((r,y) €EpN(y,=) €p> = (z,2) € p
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Sto je ekvivalentno sa (prethodna tautologija)

((af,y) €pA(zz) ¢p) = (y,2) & p-

Najcesca greska, daka i studenata, koji prvi put uce definiciju tranz-
itivnosti, (jer im nije data ona prva definicija obi¢nim re¢ima) jeste
da za na primer relaciju p = {(1,2),(1,3)} kazu nije tranzitivna, sa
obrazlozenjem da u skupu (relaciji) p ne postoje parovi (z,y) i (y, z).
Tacno je da takvi parovi u relaciji p ne postoje, ali to je LEVA strana
nase implikacije, koja je znaci netacna pa je implikacija bas zbog toga
tacna, jer ako je p tacan, SAMO onda mora biti i ¢ tacan, pa ako p
nije tac¢an, onda nikom nista tj. sve je uredu, odnosno p = q
je tacno!

Znadi relacija p = {(1,2),(1,3)} jeste tranzitivna jer leva strana

implikacije | (z,y) € p A (y,2) € p| = (x,2) € p je uvek (tj. za sve

vrenosti z 1 y) netacna, pa je implikacija (uvek) tacna.

Medutim, da smo studentima ili dacima prvo dali onu gornju uo-
kvirenu definiciju, svima bi onda odmah bilo jasno i niko ne bi pitao
zasto relacija p = {(1,2), (1,3)} jeste tranzitivna.

I ovaj primer je dokaz da tacnost implikacije postoji u nasoj svesti.

Kako ,osetiti” da je implikacija tacna kada je njena leva strana
netacna? Najbolje (mozda i jedino?) je kroz reprezentativne primere
kao §to su prethodni. Mi treba prvo na PRIMERU da objasnimo
obi¢nim rec¢ima Sta je tranzitivnost, a tek onda da konstatujemo da
ona ,prava’ definicija govori bas to isto, odnosno tek tako ¢emo polako
shvatati zaSto je implikacija tacna, kada je njena leva starna netacna,
odnosno da ona postoji u svesti svakog ljudskoga biéa!

Iz ovih primera se vidi da dokaz netranzitivnosi je mnogo kraci nego
dokaz tranzitivnosti, jer kada relacija nije tranzitivna samo navedemo
slucaj kada je leva strana tacna, a desna netacna, dok ako je relacija
tranzitivna treba ispitati sve moguce slucajeve i konstatovati da se u
svima njima nikada nije desilo da je leva strana tacna, a desna netacna.

Nazalost, kao sto smo rekli, proces potpunoga shvatanja pojma
imlikacije tj. razumevanja da ona bas kao takva postoji u nasoj svesti,
je dugotrajan i mogu¢ samo kroz Sto viSe primera iz raznih oblasti
matematike (i drugih oblasti).

Proanalizirajmo sada implikaciju na primeru definicije funkcije.
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Funkcija je skup uredenih parova u kojem nepostoje dva para &ije prve
komponente su jednake a druge razlilite.

Naprimer ako skup uredenih parova f sadrzi parove (z,y) i (z, z),
gde su z,y, z razliciti, tada f nije funkcija.

Definicija funkcije data je i sa slede¢om slikom.

f

Figure 1:

Sa ove slike ¢itamo: ,Nesme da se desi da oba para (x,y) i (z, 2)
pripadaju skupu parova f, da bi skup parova f bio funkcija”

Na primer f; = {(1,2),(2,y)} i fo = {(1,2),(2,9), (3, 2)} jesu fun-
kcije, dok f3 = {| (1,x),(1,y) [}, f1 = {| (1,x),(1,y) |, (2, 2) } nisu funkcije,
jer postoje dva para (1,z) i (1,y) kod kojih su prve komponente
jednake, a druge komponente razlicite (Uokvireni parovi).

Sada kada smo potpuno razumeli §ta je funkcija, da¢emo pravu
y,matematicku” definiciju funkcije, koja glasi:

Skup uredenih parova f je funkcija ako i samo ako za svaka dva
para (z,y) i (z,z) iz f vaz

((a:,y)ef/\(x,z)ef) =>y==z

Da li je ovo ekvivalentno sa prethodnom slikom?
Jeste, jer slika govori ne sme da se desi da su y i z razliciti, a
implikacija govori y i z moraju da su jednaki, Sto je naravno isto!
Evo jos jedne ekvivalentne definicije funkcije.
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Skup uredenih parova f je funkcija ako i samo ako za svaka dva
para (z,y) i (z,z) iz f vaz

y#z= ((z,9) ¢ fV(2,2) & f)

Ovo jeste ekvivalentna definicija funkcije, jer govori isto sto i slika
1, a to je: ,Ako su y i z razliciti, tada nesme da se desi da postoje obe
strelice na slici tj. (z,y) & f ili (z,2) & f”

Iz ekvivalentnost poslednje dve implikacije sledi tautologija (zakon)

((p Aq) = 7“) & ('Ir = (TpV 'Iq))

Sa druge strane ova tautologija jeste ,posledica” dva logicka za-
kona, Demorganovog zakona i zakona kontrapozicije, koje smo gore
pokazali.

Kao sto vidimo, ¢ak i ovako komplikovani logicki zakoni kompono-
vani od vise logickih zakona mogu se ,,prepoznati u nasoj svesti” preko
jednostavnih primera, kao sto je i definicija funkcije.

Evo jedan lep primer za proveru razumevanja implikacije.
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Sin Steva uvek izvrsava naredbe svoga oca.

Otac je naredio sinu Stevi: ,Ako pada kisa , ti si u kuéi”
Odgovori:
1. Kisa pada. Da li je Steva u kuéci?
2. Kisa ne pada. Da li je Steva u kudci?
3. Steva je u kuéi. Da li pada kisa?
4. Steva nije u kuéi. Da li pada kisa?

Sin Steva uvek izvrsava naredbe svoga oca.
Otac je naredio sinu Stevi: ,Ako pada kisa , ti nisi u kuéi”
Odgovori:
1. Kisa pada. Da li je Steva u kuci?
2. Steva je u kud¢i. Da li pada kisa?
3. Steva nije u kuéi. Da li pada kisa?
4. Kisa ne pada. Da li je Steva u kuéi?

Sin Steva uvek izvrSava naredbe svoga oca.

Otac je naredio sinu Stevi: ;Ako ne pada kisa , ti si u kuéi”
Odgovori:
1. Kisa pada. Da li je Steva u kudci?
2. Kisa ne pada. Da li je Steva u kuci?
3. Steva je u kuéi. Da li pada kisa?
4. Steva nije u kuéi. Da li pada kisa?

Sin Steva uvek izvrsava naredbe svoga oca.
Otac je naredio sinu Stevi: ,,Ako ne pada kisa , ti nisi u kuci”
Odgovori:
1. Steva je u kuéi. Da li pada kisa?
2. Kisa pada. Da li je Steva u kuéi?
3. Kisa ne pada. Da li je Steva u kuéi?
4. Steva nije u kuéi. Da li pada kisa?

Moguéi odgovori su samo jedan od: DA, NE i NE ZNA SE.

9

Ako iskaz ,Kisa pada” oznacCimo sa p, a iskaz ,Steva je u kuét’
oznacimo sa ¢, tada prva Cetiri pitanja glase:
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L(p=a)Ap=T))=q="
2. (p=gAp=1))=q="
3 (p=AN(g=T))=>p="
4 (p=a)N(g=1))=p="

Evo resenja tih prvih 4 pitanja:

Sin Steva uvek izvrsava naredbe svoga oca.

Otac je naredio sinu Stevi: ,Ako pada kisa , ti si u kuéu”

,Ako pada kisa , ti si u kuéu” & p=>gq
p < kisa pada; ¢ < Steva je u kudi.
1. Kisa pada. Da li je Steva u kuéi? (T=q) & ¢q=T

2. Kisa ne pada. Da li je Steva u kudéi?

(L=4q) & (¢=TVg=1)
3. Steva je u kuéi. Da li pada kisa?

p=T) & (p=TVp=1)

4. Steva nije u kuéi. Da li pada kisa? p=1) & p=_1
Prema tome:
Odgovor na pitanje broj 1 jeste: DA tj. q=T

Odgovor na pitanje broj 2 jeste: NE ZNA SE tji. g€ {T,L}
Nekada DA, a nekada NE,
zavisno od Stevinog raspolozenja,

Odgovor na pitanje broj 3 jeste: NE ZNA SE tji. pe {T,L}
Nekada DA, a nekada NE,
zavisno od vremenskih prilika,

Odgovor na pitanje broj 4 jeste: NE tj. p=1

Ako je implikacija p = ¢ ta¢na i ako je p = 1, tada
odgovor na pitanje da li je ¢ tacan glasi NE ZNA SE.

Ako je implikacija p = ¢ ta¢na i ako je ¢ = T, tada
odgovor na pitanje da li je p tacan glasi NE ZNA SE.
Poenta je da se do ova dva prethodna zaklju¢ka dode prirodno pomoéu

prethodnog testa!

Sa metodi¢ko pedagoske tacke gledista, ovako uéenje logike, bez tablica

istinitosti, je najispravniji nacin ucenja. U&enje samo pomocu tablica isti-
nitosti je pogresno, kao Sto je i uenje matematike pomocu pamcenja
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formula ili kori¥¢enjem tablica (puskica) katastrofalno pogresno, fakticki
zlo€in u matemati¢kom obrazovanju!

Korektno rasudivanje u matematici ne u¢i se samo prou¢avanjem logickih
formula i simbola, vec koris¢enjem sopstvene , prirodne” logike i izvanred-
nim primerima logi¢kog i metodolo$kog sadrzaja.

U ovom radu posebno se isti¢e da je vaZno tautologije dokazivati (i)
bez tablica istinitosti, odnosno prepoznavati da su to zakoni koji postoje
u ljudskoj svesti.

Drugim re¢ima pravi se jedan konceptualno nematematicki prikaz,
odnosno na nematematicki nacin se dolazi do formalizacije logike.

Dokazi sve logicke zakone (tautologije) iz sledeée tabele!

pPAgE qAD pVqg&qVp

pPADE D pVp&p

pANL &S L pVT&ST

pV LEep pAT S p

pVIp&e T pATIp& L

pV(pAqg) &p pA(pVaq) &p
pA(gVr)& (pAgVpAT) pV(gAr) e (pVgApVr)
pV(gVr)e(pVgVr pA(gAT) & (PAgG AT
(p Vg & TpATg) I(pAg) & TpVTg)

(Tp) ©p p=qeTg=>"Tp
r=q9 & (PVaeqg r=q9 & (A& D)
((p/\q) = 7“) & ((p/\'[r) = ‘lq) (p:> q) & ((p/\'[q) = ‘lp)

Iskaz (p = q) < (pV q< q) je uvek tacan iskaz jer obe strane
ekvivalencije su netacne ako i samo ako je p tacan i ¢ netacan.

Iskaz pV (g V1)< (pVq)Vr jeuvek tacan iskaz jer obe strane
ekvivalencije su neta¢ne ako i samo ako su sva tri iskaza p, ¢ i r
netacna.

Iskaz pA(gVT) < (pAq)V(pAr) je uvek tacan iskaz jer obe
strane ekvivalencije su netacne ako i samo ako je p netacan.

Kao sto vidimo dokazivati tac¢nost prethodne dve formule pomocu
tablica istinitosti je potpuno nepotrebno, ali ¢ak i Stetno, jer bi to
odvlagilo od ,razumnog” tj. ,logickog” razmisljanja!

Time su dokazani svi logicki zakoni iz prethodne tabele!

UVOD U BULOVU
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ALGEBRU

Sada ¢emo pokazati kako se samo od zakona iz tabele

PAG=qgADp pVqge=qVp
pA(gVr)e @A V(pAT) [ pV(gAT) & PV A(PVT)
pVL1I&ep pANT &p

pVIp&s T pATp & L

koje ¢emo nazvati aksiomima, mogu jednostavnim rasudivanjem
(dokazivanjem?) dobiti svi ostali zakoni.

Ovo nije jedina mogucnost odabira aksioma. Bitno je samo da se svaki
zakon moZe dobiti kao njihova posledica, a bilo koji od njih nije posledica
preostalih!

Primetimo da se desna kolona prethodne tabele dobija od leve
kolone, kada se u levoj koloni simboli A,V, T, 1l zamene redom sa
V,A, L, T, dok ostali simboli ostanu nepromenjeni. Ova pojava se
zove dualizam u Bulovoj algebri!

Kako je skup aksioma Bulove algebre dualan, to onda i skup teo-
rema Bulove algebre mora biti dualan!

Prvo ¢emo radi lakSega rada uvesti krace i prakti¢nije oznake.

Umesto a V b pisa¢emo a + b,

umesto a A b pisa¢emo a - b odnosno ab,

umesto < pis¢emo =

umesto Ta piséemo a’,

umesto T pisac¢emo 1 i umesto L pisa¢emo 0.

Kako jea = b < a Vb= b, to ¢emo umesto a = b pisati a+b = b.
Drugim rec¢ima, zbog velikoga znacaja implikacije, kao Sto smo vec

ranije videli, re¢i ¢emo da su a i b u relaciji ako i samo ako je a = b
tj. a + b = b, $to ¢emo oznacavati i sa a < b.

Sada zakoni iz gornje tabele postaju
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B : at+b=b+a i a-b="b-a

By : a-(b+c)=(a-b)+(a-¢) ; a+((b-c)=(a+b)-(a+c)
Bs: a+0=a ;a-1l=a '
By : a+ad =1 ca-ad =0

Umesto a - b pisatemo krac¢e ab. Ovde podrazumevamo da binarna
operacija - ima prednost u odnosu na binarnu operaciju +, pa zato
umesto a + (be) pisemo samo a + be 1 umesto (ab) + (ac) piSemo samo
ab + ac.

Aksiomi Bi, By, B3 i Bsy redom se nazivaju komutativnost, dis-
tributivnost, postojanje neutralnih elementa i komplementarnost.

Sada mozemo dati definiciju Bulove algebre, ¢iji jedan primer tj.
model je gore razmatrana iskazna algebra.

Definicija 0.1 Neka je B = (B,+,-,,0,1) uredena sestorka gde su 0
1 1 dva razlicita elementa skupa B, + i - binarne operacije skupa B
i " unarna operacija skupa B. Tada ova Sestorka jeste Bulova algebra

ako vaze sledeci aksioma:

By - a+b=b+a ;. ab=ba
Bs : alb+c)=ab+ac ; a+bc=(a+b)(a+c)
Bs - a+0=a pa-1=a ’
By : at+ad =1 ;ad =0

Kao sto smo rekli operaciju + zovemo disjunkcija, operaciju
zovemo konjunkcija i operaciju ’ zovemo negacija.

Primer 0.2 Uredena Sestorka (P(A),U,ﬂ, ¢ ,(D,A), gde je P(A)
skup svih podskupova skupa A (partitivni skup skupa A), A # 0, a
unarna operacija ©  definisana sa <VX € P(A))XC =A\X =
{x|x € ANz & X} jeste Bulova algebra. Koristi se i oznaka X = X¢.

Primer 0.3 Neka je D3g skup svih delioca celog broja trideset tj. D3y =
{1,2,3,5,6,10,15,30}. Tada je (Ds3o, NZS,NZD, " 1,30) Bulova al-
gebra, gde je NZS(m,n) nagmanji zajednacki sadrZalac brojeva m in,
NZD(m,n) najveéi zajednicki delilaca brojeva m i n, a operacija '

definisana sa a’' = % za svaki broj a iz Dsg.
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OSNOVNE TEOREME BULOVE ALGEBRE

Teorema 0.4
a+a=a ; aa = a tdempotentnost

2

Dokaz: a 2 a+0 2 a+ ad = (a+a)(a+a’)z‘(a+a)-1]i3a+a

Teorema 0.5
a+1=1 ; a-0=0 ogranicenost

B1,Bs ; Ba

Dokaz: a+1 22" 1-(a+1) 2 (a+d)(a+1) Za+d 1Za+a 21

Teorema 0.6
a+ab=a ; ala+b)=a apsorcija

Dokaz: a+ab%a-1+ab%a(1+b)4:6a.1]§a

Teorema 0.7
a+adb=a+b ; a(a' +b) = ab

Dokaz: a+a'b 2 (a+a)a+5) Z1-(a+0) 22 atb

Teorema 0.8

(a+b)+c=a+(b+c) ; (ab)c = a(bc)  asocijativnost
Dokaz:
(a+b)+c 2 1-<(a—|—b)—|—c) E (a—l—a’)( (a+D) —i—c) & ( (a+b) +ac>
(a’(a—l—b)—l—a’c) 24500 4 + (d'b+d'c) —a—l—a(b—l—c) 27 +(b+c)

Teorema 0.9
Sistem jednac¢ina a+x=1ANa-x =0 1ima jedinstveno resenje

Dokaz: Zbog aksioma By sledi da x = a’ jeste reSenje datoga sistema.
Dokazimo kontradikcijom da reSenja vise nema. Pretpostavimo da
b # o' takode jeste resenje datog sistema. Tada je:

b=101=b(a+da") = ba+ba’ = 0+ba’ = aa’+ba’ = (a+b)a’ = 1-a' = d'.
Kontradikcija sa b # a'.

Teorema 0.10
=1 ; 1"=0
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Dokaz: Sistem
O+x=1 A 0-2=0

ima za resenja x = 0’ zbog By i x = 1 zbog Bs, a kako taj sistem zbog
teoreme 0.9 ima samo jedno resenje, sledi da je 0’ =1 .

Teorema 0.11
(d) =a ;

Dokaz: Sistem
d+zrz=1 AN d-z2=0

ima za resenja r = a i x = (a') zbog By i By, a kako taj sistem zbog
teoreme 0.9 ima samo jedno resenje, sledi da je a = (a')".

Teorema 0.12
(a+b) =dV ; (ab) =d +V Demorganovi zakoni

Dokaz: Sistem
(a+b)+x=1 A (a+b)-2=0

ima za resenje x = (a + b)’ zbog By i x = d'b' zbog (a + b) + o'l =
(a+b+d')-(a+b+V) =1-1=1i(a+b)-a'V/ = aad’b'+ba't/ = 0+0 = 0.
Medutim zbog teoreme 0.9 sistem (a +b) +x =1 A (a+0b)-2=0
ima samo jedno resenje pa mora biti (a + b) = da'l’.

Indukcijom se dokazuje uopstenje (a; +as+---+a,) = ajay---al

Definicija 0.13 Bulova algebra C = (C,+,-/,0,1) je podalgebra
Bulove algebre B = (B, +,-,,0,1) ako i samo ako je C C B i op-
eracije iz C su restrikcije operacije iz B.

Teorema 0.14 Neka je B = (B,+,+,,0,1) Bulova algebra i C' C B.
Tada C=(C,+,-,,0,1) je podalgebra Bulove algebre B=(B,+,-,,0,1)
ako i samo ako za svako a i b iz skupa C vazia+b € C, ab € C i
aeC!

Dokaz:

Dovoljno je dokazati samo da 0 i 1 iz skupa B pripadaju skupu C. Iz
a+d e€Cia+d =1€BsledileC,aizad € Ciad =0€ B
sledi 0 € C.

1Sada je jasno da su operacije + , - i’ iz C restrikcije operacija + , - i’ iz B.
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Definicija 0.15 U Bulovoj algebri B = (B,+,-,,0,1) definise se bi-
narna relacija <:

VeeB)(VYyeB) xsysrx+ty=y

Teorema 0.16 U Bulovoj algebri B sledeci iskazi su ekvivalentni:
a)r+y=y blry=xz c)r’+y=1 d)zy =0.

Dokaz: Ako se jednakost a) pomnozi sa x i primeni zakon apsorcije
dobija se b). Dodavanjem elementa x’ levoj i desnoj strani jednakosti
b), primenom aksioma By, By i B sledi ¢). Primenom unarne operacije
"na c¢) dobija se d). Ako dodamo y levoj i desnoj strani jednakosti
d), primenimo aksioma By, By i Bs sledi a). Kako smo pokazali da
a) = b) = ¢) = d) = a), to je teorema dokazana.

Ovim smo dali ¢etiri ekvivalentne definicije relacije <.

Teorema 0.17 Relacija < u Bulovoj algebri B = (B, +,-,,0,1) jeste
relacija poretka 1. za svako x,y,z € B vazi:

a)x#x,'b)(:v<y/\y<$> = xzy;c)(x#y/\y#z) = r=<z
Dokaz: a) z s v & v+ = x;
b) (:v#y A y<x>:><x+y=y A y+x:x>:>x:y;

C) (zﬁy/\y<z> >zrz+ty=yNy+z=z=crx+yt+z=y+z2=
x + z = z jer smo y + z zamenili sa z.

Primer 0.18 ({1,5,6,30}, NZS,NZD, ' ;1,30) je Bulova podalge-
bra Bulove algebre ({1,2,3,5,6,10,15,30}, NZS,NZD, ' ,1,30).

Dokaz: Na osnovu zatvorenosti operacija +, - i’ u skupu{1, 5,6, 30}
i na osnovu teoreme 0.14 sledi tvrdnja primera.

Teorema 0.19 U Bulovoj algebri B za svako x 1y iz B vazi:
a) T +y; b)y<w+y; ¢) zy < w; d) vy < y.

Dokaz: a) s xoc+yert+y=x+y,c)ry<sar<ay+a=ua.

Teorema 0.20 U Bulovoj algebri B za svako x, y i z iz B vazi:
a) (x#z A y<z> =z+y=<z;0) (usx A usy) = u < Ty.
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30
30

Figure 2:

Dokaz:

a) x<z/\y<z>:><m+z:z/\y—l—z:z>:>
>rx+y+rz=z=>r+y<z

b) (u#x/\u<y):>(ux:u/\uy:u>:>u:£y:u:>u<xy.

Na osnovu teorema 0.19 i 0.20 sledi da je x + y najmanje gornje
ogranic¢enje (supremum) tj. najmanji elemenat u skupu gornjih ogra-
nicenja za skup {z,y}, a xy najveée donje ogranic¢enje (infinum) za
skup {z,y}.

Najmanje gornje ogrnicenje (supremum), ukoliko postoji, jedinstve-
no je odreden elemenat, jer je on najmanji elemenat u skupu svih
gornjih granica nekog podskupa skupa B. Na primer u odnosu na
relaciju <, u skupu racionalnih brojeva Q ne postoji najmanje gornje
ogranicenje za skup {z|z? < 2 A z € Q}, dok u skupu realnih bro-
jeva R za isti taj skup {z|2? <2 A x € Q} postoji najmanje gornje
ogranicenje (supremum) i to je broj v/2. Da li se ovo poslednje moze
dokazati?

Teorema 0.21 U Bulovoj algebri B za svako x, y i z iz B vaZzi:
a)rxy=c+zxy+zb)r<sy=r2<y2.

Teorema 0.22 U Bulovoj algebri B za svako x iz B vaZi:
a) 0= x; b) r <1
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Dokaz: a)0xzx<0+zxz=x (B,B;);b)x<sleax-1=x (Bs)
Zmaci 0 je najmanji elemenat, a 1 najveéi elemenat skupa B u
odnosu na relaciju poretka (parcijalnog uredenja) <.

Teorema 0.23 U Bulovoj algebri B za svako x iy iz B vazi:
xy=1 & z=1ANy=1

Dokaz: xy =1 = z(zy) =z -1 = (zx)y = x = xy = z. Analogno se
dobija zy =y paslediz =y. Sadaizaxy=1ix=yslediz =y = 1.

Teorema 0.24 U Bulovoj algebri B za svako x 1y iz B vazi:
r=y & @+y)lz+y)=1 zr=ys2y+ay =0

Dokaz: 1z (' +vy)(x+y') = 1 na osnovu teoreme 0.23 sledi (z'+y) = 1
i(z+y) =1, aodavde na osnovu teoreme 0.16 je r < y i y < x tj.
x = y. Drugi deo teoreme je dualan prvom delu.

Primer 0.25 Zaokruziti slova ispred iskaza koji su tacni u Bulovoj
algebri B = (B, +,-/,0,1): a) z+y=(2'y') b) zy=(2"+y)
c) ry=l=uz=1 d) 2=y=>2=y e 2/=y=z=y
f) f(x) zw’:sf:BgB

Definicija 0.26 FElemenat p # 0 Bulove algebre B = (B,+,-,,0,1) je atom ako ne postoji
elemenat © € B razli¢it od 0 i razli¢it od p takav da je 0 X = <X p.

Teorema 0.27 Neki elemenat p € B razli¢it od nule je atom Bulove algebre B = (B, +,-,/,0,1)
akko iz0x X pslediz=0V z=np.

Teorema 0.28 Elemenat p € B razliét od nule je atom Bulove algebre (B,+,-,/,0,1) ako i
samo ako za svako x iz B vazi:
pXx = pr=p t pRxr = pr=0.

Drugim re¢ima p # 0 je atom ako i samo ako za svako z iz B je pz jednako ili sa 0 ili sa p tj.

_J p zapsz
px*{O zap R x

Dokaz: Neka je p atom.

Prva implikacija sledi iz definicije 0.15 i teoreme 0.16. Dokazimo sada drugu implikaciju.
Kako je p &R z ekvivalentno sa pz’ # 0 takode zbog 0.15 i 0.16 i kako je pz’ <X p (zbog
a X b <& ab = a) to zbog teoreme 0.27 sledi pz’ = p, a odavde ,mnozenjem” sa z sledi
(pz')x = pz tj. pr = 0.

Obratno, ako vaze gornje implikacije pokazimo da je p atom. Predpostavimo da postoji x
takavdajexz #0iz #pi0 <z <X ptj. da p nije atom. Tada je pr =z (zbog x X p)ipr=0
zbog druge implikacije i (x #p A & < p) = p R z. Znadi dobili smo da je x = 0 §to je naravno
kontradikcija sa « # 0. Prema tome p jeste atom.
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Teorema 0.29 Ako je B= (B,+,-,,0,1) Bulova algebra, tada minimalni elementi (??7) skupa
B\ {0} u odnosu na relaciju poretka <X definisanu sa x +y = y (ili xzy = x ili xy’ = 0 ili
z' +y =1) jesu atomi Bulove algebre B = (B,+,-,,0,1).

Teorema 0.30 U svakoj konacénoj Bulovij algebri B = (B, +,-,,0,1) za svaki elemenat x €
B\ {0} postoji atom p takav da je p X x.

Dokaz: Iz definicije atoma sledi da za svako = € B\ {0} ili je  atom ili postoji u; € B takav
daje0<Xur X ziu ¢ {0,z}. Ako x nije atom i u; nije atom, tada postoji uz € B takav da
je0 X u2 K utr iuz ¢ {0,u1}. Na taj nacin je konstruisan niz 0 X ... S Un S .. [ U2 J U1 u
kome su svaka dva razlicita i kome se mora pojaviti atom, jer u protivnom se dobija beskonac¢ni

niz elemenata iz B u kome su svaka dva razlicita, sto je kontradikcija sa konacnosti skupa B.

Definicija 0.31 Funkcija f : B — C jeste homomorfizam Bulovih
algebri (B, +,-/,0,1) i (C,®,®, ,0%,1*) ako je f(0) = 0*, f(1) = 1%,

flz+y) = flz)® fly), flzy) = f(x) © f(y), f(2) = f(=).

Definicija 0.32 Bijektivni homomorfizam zove se izomorfizam, a
1zomorfizam Bulove algebre u samu sebe zove se automorfizam.

Primer 0.33 Bulova algebra
({1,2,3,5,6,10,15,30}, NZS, NZD, ' ,1,30) izomorfna je sa

({042}, {31, 15} 42,31, 42,5}, 43,5}, {2,3,5} }, U,n, ©,0,{2,3,5}),
gde je izomorfizam naprimer funkcija
f= 1 2 3 5 6 10 15 30
0 {2y {3} {5} {23} {25} {3,5} {2.3,5} )"
gde su’ i © definisane san’ =39 § A°= A ={2,3,5} \ A.

Teorema 0.34 Neka je (B,+,-,,0,1) konacéna Bulova algebra i neka je S skup svih atoma te
Bulove algebre. Neka je za svako x € B\ {0} definisan skup

m(z) ={plp €S A p = 2} ={p1,p2,...,pn}. Tada

T=p1+p2+..+pn

jeste jedinstveno predstavljanje elementa x (do na komutativnost i asocijativnost).

Dokaz: Kako je z # 0 to je m(z) # 0 zbog konacnosti skupa B i 0.30.

Prvo dokazujemo da je x = p1 + p2 + ... + pn. Dokaz izvodimo tako §to pokazujemo da
su elemenat = i elemenat p1 + p2 + ... + pp najmanje gornje ograni¢enje (supremum) za skup
w(z) = {p1,p2,...,Pn} tj. svaki od njih i z i p1 +p2 + ... + pn jeste najmanji elemenat skupa svih
gornjih granica za skup 7(z), za koji je poznato da je jedinstven ?7.

Pokazali smo ranije da je p1 + p2 + ... + pn najmanje gornje ogranicenje za {p1,p2,...,Pn}
0.19 1 0.20. Sada pokazujemo da je i z najmanje gornje ogranicenje za {p1,p2,...,pn} tj. da vazi

(%) : (Vpi S TI'(IE)) pi < y implicira z X y. Dokazimo kontradikcijom. Predpostavimo da je
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z X y. Sada sledi z X y 045 zy #0 020 p X zy’ za neki atom p € S. Iz p X xy’ sledi p X x pa
jep € m(x), a onda je zbog () i p <X y. Kako p < zy’ implicira i p < 9’ i kako iz nje i iz relacije
p X ysledi p <X yy’ = 0, to smo dosli do kontradikcije jer je p atom. Prema tome z < y $to
znadi da je i  supremum za w(z) = {p1,p2,...,Pn}, Paje x = p1 +p2 + ...+ pn, jer je supremum
najmanji elemenat u skupu svih gornjih ogranic¢enja, a on je jedinstven po teoremi ?7.

Dokazimo sada jedinstvenost. Neka je z zbir (unija) svih atoma iz nekog skupa atoma
P ={ai,a2,...,am} C S, tj. * = a1 + a2+ ...+ am. Dokazatemo da je P = 7(z). Ako je ¢ € P,
tada je ¢ = a4, a zbog a; X a1 + a2+ ...+ am sledi ¢ X z tj. ¢ € n(x) = {p1,p2, .., Pn} 0dnosno
P C 7(x). Neka je sada p € 7(z) tj. p = p;. Tada je p; = pix = pi(a1 + a2 + ... +am) =
pia1 + piaz + ... + piam. Ako bi p; bio razlicit od svakog elementa iz {a1, a2, ...,am}, tada bi
imali da je p; = 0 (jer je proizvod dva razli¢ita atoma jednak 0) $to je nemoguce. Znaci p; € P,
pa je w(x) C P, odnosno 7(z) = P.

Posledica 0.35 U svakoj konaénoj Bulovoj algebri jedinica je jednaka zbiru svih njenih atoma.
Sledeéa teorema je teorema Stona o reprezentaciji Bulovih algebri. 2

Teorema 0.36 Neka je S skup atoma Bulove algebre (B,+,-,,0,1) i neka je P(S) skup svih
podskupova skupa S tj. partitivni skup od skupa svih atoma S. Tada funkcija

m: B — P(S) definisana sa w(z)={plpe€ S A p =Xz},

jeste izomorfizam bulovih algebri (B,+,-,,0,1) i (P(S),U,n, ,0,S), gde je unarna operacija
komplement skupa — definisana sa A =S\ A= {z|xt € SA = ¢ A}.

Dokaz: Injektivnost funkcije m: B — P(S) sledi iz

(@) = n(y) = « "2 S =% ET

tem(x) ten(y)

Sirjektivnost funkcije 7 : B — P(S) sledi iz

(VX € 'P(S)) (3:r € B) (m = Z 03 g = Z t) o3 m(z) = X.
teX

tem(x)

Da bi pokazali homomorfnost funkcije w : B — P(S) treba dokazati:
m(z+y) =m(z) Un(y) n(zy) = m(z) N7 (y) m(z') = n(z).

peEm(z+y)=pIz+y=plx+y) =p= pr+py=p, a kako na osnovu 0.28 elementi
pzx i py su iz {p,0} to je bar jedan od pz i py jednak sa p jer u protivnom ako su obojica 0 imali
bi da je 0 = p $to nemoze biti jer je p atom. Neka je naprimer px = p $to znaci p < x odnosno

pem(x)tj. pe (ﬂ(a:) U ﬂ(y)). Analogno se deSava i za py = p.
Iz p € <7r(x) U W(y)) sledi da p pripada bar jednom od skupova 7(z) ili 7w(y) i neka je

naprimer p € w(z) sto dalje implicirap<z < (z+vy)=>p<x(x+y) =p e n(z+y).

Prema tome iz prethodna dva pasusa sledi 7(z + y) = 7(z) U m(y).

pEm(zy) = p X2y S 2 tj. p<Xzodnosno p € w(x). Analogno se dobija da je i p € 7(y)
tj. p € (71'(33) N W(y)).

Izp € (W(fc)ﬂﬂ(y)) = pen(z) Apen(y) =pIzcApy = pIay = pEn(zy).

Prema tome iz prethodna dva pasusa sledi 7(zy) = 7(x) N7 (y).

Dalje imamo p € w(z’) 021 pxxz 0-12.0,16 pr’ =p 028 px’ #0 0-12.0,16 p&Xz 0!
02 p ¢ w(z) < p € w(x) odnosno 7w(z') = 7(z).

2Stone M. H, The theory of representations for Boolean algebras. Amer. Math.
Soc. 40, 37-111, 1936.
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Posledica 0.37 Svaka konacna Bulova algebra ima 2™ elemenata, gde je n broj mjenih atoma
i svake dve Bulove algebre sa jednakim brojem elemenata su izomorfne.

Bulove funkcije Jedan od vrlo vaznih pojmova Bulovih
algebri, naroc¢ito u primenama, je pojam Bulovih funkcija.

Definicija 0.38 Neka je B = (B, +,-,’,0,1) Bulova algebra. Funkcija od n nezavisno promen-
ljivih f : B™ — B tj. funkiyja koja uredene n— torke cije komponente su iz B preslikava u
elemente skupa B je Bulova funkcija akko za svaku n- torku (z1,x2,...,2n) € B™ vaZi:

1) Konstantne funkcije tj. funkcije oblika f(x1,x2,...,2n) = a, gde je a fiksni elemenat iz
B jesu Bulove funkcije.

2) Projekcije, tj. funkcije oblika f(x1,x2,...,xn) = x; za proizvoljno i € {1,2,...,n} jesu
Bulove funkcije.

3) Ako su f i g Bulove funkcije, tada su to i funkcije f'(z1,...,2n) = (f(;tl, ...,:cn)),,
(f+9)(3317 ---755n):f(331= ey ~Z‘n)+g(1’17 ey Z'n) i (f'g)($1, f) afn) :f(xlv ceey xn)'g(-rlv ey Z’n)

4) Bulove funkcije se mogu dobiti samo primenom 1), 2) 4 3) i to konacéno mnogo puta.

Drugim re¢ima skup Bulovih funkcija sadrzi kostantne funkcije, projekcije, funkcije (op-
eracije) +, - i / izatvoren je u odnosu na kompoziciju (superpoziciju) funkcija.

Kompoziciono zatvoreni skupovi funkcija koji sadrze sve projekcije (kao i Bulove funkcuje)
zovu se zovu se klonovi funkcija. Ime klon potice od grcke reci kAovoo §to znaci izdanak, jer
sve funkcije jednoga klona izrastaju pomoéu superpozicija (kompozicija) iz nekih funkcija za koje
se onda kaze da ga generiSsu. Znaci klon Bulovih funkcija generisan je sa svim konstantama i
funkcijama (operacijama) 4+, - i /. Danas postoje mnogobrojni i znacajni nau¢ni radovi, za

razne oblasti, o klonovima.

Teorema 0.39 Ako je skup B dvoclan tj. B = {0,1} tada svaka
funkcija f : B"™ — B jeste Bulova.

Dokaz je posledica teoreme 0.48.

Ovde ¢e se proucavati samo funkcije dvoelementnih Bulovih algebri
koje su sve Bulove.

Svaka Bulova funkcija se moze definisati tabli¢no ili Bulovim izra-
zom. Na primer funkcija f zadata Bulovim izrazom f(z,y,z,u) =
yu + x'u + 3y 2'u’ i ista ta funkcija tabliéno

x|t 111111 1000O0U0O0TO00
y{1 111000011 110000
z|1 1.0 0 1 1 0011001100
ulll 01 01 01 010710T1O0T10
f(xyzu |1 01 0 0 00 1 1 01 010 11



28

Definicija 0.40 Konstanta skupa B je proizvoljni elemenat skupa B.
Promenljiva skupa B je simbol koji se moze zameniti bilo kojim ele-
mentom skupa B.

Definicija 0.41 1) Konstantne i promenljive su Bulovi izrazi.

2) Ako su A i B bulovi izrazi, tada su (A+ B), (A-B) i A" takode

Bulowvi izrazi.

3) Bulovi izrazi se mogu dobiti samo primenom 1) i 2) i to konacno
mnogo puta.

Da li ova definicija ima neke veze sa definicijom 0.387 Da li je to na
neki nacin isto?
Ocevidno, svaki Bulov izraz jednozna¢no odreduje jednu Bulovu funkciju!
Primeri promenljivih: x,y, z,u, z1, y1, 21, U1, ...
Primeri Bulovih izraza: z, (x+y), ((zy') +y(2' +y)), (1+(2y)), - - -
Uvodi se dogovor o brisanju leve i desne krajnje zagrade, kao i
konvencija da operacija - ima prednost u odnosu na operaciju + i
shodno tome brisu se odgovarajuce zagrade, pa od predhodnih Bulovih
izraza sledi da suix+y, zy +y(2' +y), 1+ zy/, ... takode Bulovi izrazi.
Primetimo da svaki Bulov izraz jednoznacno odreduje Bulovu fun-
kciju, dok za svaku Bulovu funkciju postoji vise Bulovih izraza koji
definisu istu bulovu funkciju. Na primer Bulovi izrazi 2’ + ¢ i (xy)’
odreduju istu Bulovu funkciju f(z,y) = 2’ + v’ = (zy)’ ¢ija tablicna
reprezentacija je x||0 0 1 1
vif0O 1 0 1

fxy)[[T 1 1 0
Sada ¢emo definisati neke posebne Bulove izraze koji su od velikog
znacaja u daljem radu.

Definicija 0.42 Monom je promenljiva ili njegova negacija.
1 o . / / / / / / / /
Primeri monoma: x,y, z,u, x1,y1, 21, u1, ¢, Yy, 2", 0, Y, Y, 24, ul, -

Definicija 0.43 Elementarna konjunkcija je konjunkcija (proizvod)
monoma. Elemenat 1 Bulove algebre jeste elementarna konjunkcija.

Primeri elementarnih konjunkcija: x, zy/, 'yzu, 1, x| yz),...
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Definicija 0.44 Disjunktivna normalna forma u oznact DN F' je dis-
Junkcija (zbir) elementarnih konjunkcija.

Primeri DNF: x4+ u'z 4+ 2'yzu/, vy, x +y, v19/x + 12/, 1, ...

Definicija 0.45 Savrsena disjunktivna normalna forma skupa pro-
menljivih A = {x1,x9,...,2,}, u oznaci SDNF, je disjunkcija (zbir)
elementarnih konjunkcija, takvih da se u svakoj elementarnoj konjun-
kciji pojavljuje svaka od promenljivih skupa A.

Primeri SDNF za skup promenljivih A = {z,y, z}:
xyz+2yz +xyz, ay'z, xy + 2y oy

Analogno, dualno, se definisu elementarna disjunkcija, konjunk-
tivna normalna forma K N F' i savrSena konjunktivna normalna forma
SKNF.

Sada ¢emo pokazati da se svaka Bulova funkcija moze predstaviti

pomoéu SDNF. U tu svrhu uvodimo sledeéu definiciju (oznaku).

r za a=1

o e a 0
Definicija 0.46 x* = { Y e a=0

oot =xi2 =2

0 za z#«

Teorema 0.47 2% = {
1l za z=«

Dokaz: 0°=0"=1, 0'=0, 1°=1=0, 1'=1.
Sada mozemo formulisati i dokazati teoremu o reprezentaciji proiz-
voljne Bulove funkcije pomoéu SDNF.

Teorema 0.48

fley,zo, .. 2y) = Z flag, ... ap)a™ . aon
an)€e{

(alv"'7 071}”’

Na primeru od tri nezavisno promenljive tj. za n = 3 prethodna
teorema ima oblik: f(x,y,z) =
£(0,0,0)2°%°2° + £(0,0,1)2% 2" + £(0,1,0)2%'2° + f(0,1,1)2% 2+
+£(1,0,0)2'9°2° + £(1,0, Day®2 + f(1,1,0)atyt 20+ f(1, 1, 1)ty 2!
Proverimo sada da li je ova jednakost tacna za naprimer (z,y, z) =
(0,1,1). Ako uvrstimo (z,y,z) = (0,1,1), tada na desnoj strani svi
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sabirci (elementarne konjunkcije), izuzev cetvrtog po redu e biti nule,
jer u svim tim sabircima ¢e se na bar jednom mestu razlikovati osnova
od eksponenta pa ¢e zbog 0.47 ti sabirci biti jednaki 0, a Cetvrti Ce
biti f(0,1,1). Time je nasa jednakost postala f(0,1,1) = f(0,1,1) tj.
tacna. Kako ¢e se ovo ocevidno uvek desiti za svaku trojku (z,vy, z) €
{0,1}? time je teorema dokazana.

Dokaz smo sproveli za n = 3, medutim to oc¢evidno vazi i za svako
n € N.

Neka je Bulova funkcija f zadata slede¢om tablicom:

0O 000 1T 1 1 1]x
0011001 1|y
01 01 0 1 0 1=
1 01000 11 H flz,y,2) =2y 2 + 2'yz' + zyz’ + xyz

Na osnovu prethodne teoreme 0.48 odnosno na osnovu njenog speci-
jalnog slucaja zan =3 f(z,y,2) =
£(0,0,0)2"y'2" + (0,0, 1)2'y'z + f(0,1,0)x'yz" + f(0,1,1)2"yz+
+f(1,0,0)zy’ 2" + f(1,0,)ay’z + f(1,1,0)xyz" + f(1,1,1)ayz

sledi da njena SDNF je:

flzyy,2) =2y 2 + 2'y2 + xy2 + xyz.

Kao sto smo rekli posmatra¢emo samo Bulove funkcije na dvoele-
mentnom skupu B = {0,1}. Bulovih funkcija od jedne nezavisno
promenljive (unarnih operacija skupa B) f: B — B ima samo 4 i to
su:

ii= =G f=71=0) fi=0)
Ove fukcije redom se zovu univerzalna negacija, identicka funkcija,
negacija i univerzalna afirmacija.

U sledecoj tabeli za oznake funkcija (operacija) koristi¢emo simbole
iz iskazne algebre odnosno uzimamo da
x4y je x Vyizove se disjunkcija, zy je x A y i zove se konjunkcija,
2 +vy je r = y izove se implikacija, 2'y/ + xy je v < y 1 zove se
ekvivalencija, 2’y + zy’ je x @y i zove se sabiranje pomodulu 2, a zove se
jos i ekskluzivno ili, ' + 1’ je © A y (obelezava se i sa 1) i zove se ni, a
zovu je jos i Seferova funkcija, 2’y je 2 V y (obelezava se i sa |) i zove
se nili, a zovu je jos i Lukasijevi¢eva funkcija. I preostalim funkcijama
dodeljena su neka imena ali ih mi ne¢emo navoditi.

Iskazna algebra je samo jedan primer Bulove algebre zbog kojega
se u mnogim knjigama operacije + , - i ' oznacavaju redom sa V, A i
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T, dok u modelu algebre skupova koriste se redom simboli U, N1 €.
Bulovih funkcija od dve nezavisno promenljive (binarnih operacija
skupa B) ima 16 i evo 7 najkoris¢enijih:

x|y ||A|V]|=|e B AV
0(0fjOJO| 1T | 1]0]1]|1
oj1yjoy1y1}70]171/0
1710)j0(1]0 101|110
1/1)j1(1]11]010]0

Kako smo dokazali teoremu 0.48 to znaci da se svaka Bulova funkcija
moze predstaviti (kao njihova kompozicija tj. superpozicija) pomocu
funkcija +, - 1 ’. Zato se za skup funkcija {+, -, '} kaze da je gen-
eratorni za skup svih Bulovih funkcija. Sada se postavlja pitanje da
li i izbacivanjem neke funkcija iz skupa funkcija {+, -, '} novo nastali
dvoclani skup funkcija i dalje jeste generatorni? Zbog identiteta (teo-
reme) x +y = (2'y') sledi da se funkcija (operacija) + moze izraziti
pomocu operacija (funkcija) skupa {-, '}, sto znaci da je odgovor na
prethodno pitanje DA.

Prema tome skup funkcija {-, '} takode je generatorni i moze se
pokazati da izbacivanjem bilo koje funkcije iz skupa {-, '} novodobijeni
skup funkcija nije vise generatorni, pa se za takve generatorne skupove
funkcija kaze da su baze skupa Bulovih funkcija. Znaci {-, '} jeste
jedna dvoclana baza. Ocevidno je da i {4 , '} jeste baza skupa svih
Bulovih funkcija. Postavlja se sada pitanje da li postoje jednoclane
baze? Odgovor je potvrdan sto pokazuje sledeca teorema.

Teorema 0.49 Jednoclani skupovi funkcija {A} i {V} jesu baze skupa
Bulovih funkcija.

Dokaz: Iz definicija ni funkcije A (Severove funkcije 1), funkcije
negacije 71 disjunkcije V sledi

x|y | Tz | Ty | xAx | yAy | xVy | (xAx)A(yAy)
0[O0y 1|1 1 1 0 0
O[1) 11]0 1 0 1 1
110 0|1 0 1 1 1
111 010 0 0 1 1

Na osnovu jednakosti poslednje dve kolone se vidi da se funkcija
(operacija ) V moze izraziti samo pomocu operacije A tj. = Vy =
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(xAz)A(yAy), odnosno z+y = (z T z) T (y T y). Na osnovu jednakosti
kolona ispod Tz i zAx sledi da se i 7 moze izraziti samo pomocu
operacije A. I sada je ocevidno da kako je {7, V } = {/,+} baza, to je
i {A} = {1} jednoclana baza skupa svih Bulovih funkcija dvoelementne
Bulove algebre. Analogno se dokazuje i za {V}.

Definicija 0.50 Bulova funkcija f(xy, za,. . . ,x,) implicira Bulovu fun-
keiju g(xq1, s, ..., x,) ako i samo ako je

f(xlvl.% s axn) +g($lyx25 s 71.11) = g(xbm% s 7xn)
za sve vrednosti nezavisno promengljivih 1z xq,x9,...,T, skupa B.

Tada se kaze da je f implikanta za g.

Zbog zakona ogranicenosti 1+x = 1, sledi da f impicira g akko za sve
vrednosti promenljivih z1, s, ..., x, za koje f ima vrednost 1 sledi da
i g ima vrednost 1.

Definicija 0.51  Bulov izraz A(zy,xa, ..., x,) implicir bulov izraz
B(xy,xa,...,2,) ako i samo ako funkcija f(x1,xs,. .., ,) koju odredje
Bulov izraz A implicira funkciju g(x1, xa, . .., x,) koju odreduje Bulov

izraz B. Tada se kaze da je A implikanta za B.

Kako je DNF' disjunkcija elementarnih konjunkcija, sledi da zbog
apsorcije svaka ta elementarna konjunkcija implicira tu DNF. Na pri-
mer elementarna konjunkcija C' = x'yz implicira disjunktivnu nor-
malnu formu D = zyz + 2'y'z + 2'yz + 2'y'2' tj. C = 2'yz je
implikanta za D = xyz' + 2'y'z + 2'yz + 2'y'2/. Sada ¢emo dati
definiciju kada implikanta C' = 2'yz jeste prosta implikanta za D =

xyz'+a'y z+2'yz+2'y' 2, odnosno za Bulovu funkciju koju D odreduje.

Definicija 0.52 Elementarna konjunkcija Cy je ukljucena u elemen-

tarnu knjunkciju C akko je skup monoma od C podskup skupa monoma
od C'.

Definicija 0.53 FElementarna konjunkcija C' je prosta implikanta Bu-
love funkcije f akko C' implicira f i ako ne postoji elementarna ko-
njunkcija ukljucena u C' koja je razlicita od C' i koja implicira f.
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Zmaci prosta implikanta Bulove funkcije f je elementarna konjunkcija
sa najmanje monoma koja implicira tu Bulovu funkciju f.

Ovde ¢emo cesto poistovecivati Bulov izraz sa funkcijom koju on
odreduje ali ipak treba imati na umu da to nije isto jer beskona¢no
mnogo razli¢itih Bulovih izraza moze da odreduje istu Bulovu funkciju.

Kako se svaka Bulova funkcija moze predstaviti sa DNF, to sledi da
definicija proste implikante za Bulovu funkciju jeste isto sto i prosta
implikanta za DNF koja predstavlja (odreduje) tu funkciju.

Da bi smo da li definiciju minimalne disjunktivne normalne forme,
u oznaci MDNF, moramo prvo dati definiciju kada se za DNF &,
kaze da je prostija od DNF ®,.

Definicija 0.54 DNF  ®; je prostija od DNF &5 akko je broj
monoma od ®1 mangi ili jednak od broja monoma od ®5 i ako je broj
elementrnih konjunkcija od ®1 mangi ili jednak od broja elementrnih
konjunkcija od ®o, gde je bar jedna od pomenutih nejednakosti strikina
odnosno < .

Definicija 0.55 DNF Bulove funkcije f je minimalna akko ne pos-
togi prostija od nje koja odreduje istu tu Bulovu funkciju.

Teorema 0.56 Svaka elementarna konjunkcija minimalne disjunk-
tivne normalne forme (u daljem tekstu MDNF') jeste prosta impli-
kanta te MDNF odnosno Bulove funkcije koju odreduje ta M DNF'.

Dokaz: Neka je ® MDNF Bulove funkcije f i neka je ® = C' +
D, gde je C proizvoljna elementarna konjunkcija od ®, a D je dis-
junkcija (zbir) svih preostalih elementarnih konjunkcija. Sve jed-
nakosti Bulovih izraza koje ¢e slediti, su u smislu jednakosti funkcija
koje one odreduju, pa je onda jasno da je u tom smislu i ® = f. Jasno
je da C jeste implikanta za ® tj. za f. Dokaza¢emo da je C' prosta im-
plikanta za f. Dokaz izvodimo kontradikcijom. Predpostavimo da C'
nije prosta implikanta tj. da postoji elementarna konjunkcija C takva
da je skup monoma od C; podskup skupa monoma od C', Cy # C'i
C1 implicira f. Znadi fakticki smo predpostavili da je
C =0, Cy #C Ci+f=Ff.

Primetimo prvo da je C; + C = C; + C1C* = C (apsorcija). Kako je
znaci C7 = C1 4 C to dalje sledi

Ci+D=Ci+C+D=C+2=C+f=[
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Kako smo dobili da je Cy + D = f to znaci da C; + D je disjunktivna
normala forma za funkcije f koja je prostija od C'+ D (skup monoma
od C1 je podskup skupa monoma od C'i C; # C) sto je kontradikcija
sa Cinjenicom da je C'+ D minimalana disjunktivna normalna forma.

Ova teorema je vrlo znac¢ajna jer ukazuje na postupak kako do¢i do
M DN F za neku Bulovu funkciju f tj. treba pronadi sve proste impli-
kante te Bulove funkcije f i od njih odabrati Sto je moguée manji broj
tako da njihova disjunkcija bude DN F' koja odreduje bas tu Bulovu
funkciju f.

Sada ¢emo pokazati postupak za pronalazenje prostih implikanti
neke Bulove funkcije pomoc¢u Karnoovih tablica, samo za funkcije od
dve, tri i ¢etiri nezavisno promenljive. U tu svrhu evo nekoliko defini-
cija.

Definicija 0.57 Sledece ¢etvorouglove zvacemo osnovnim c¢etvorouglo

OOCOTOH

Definicija 0.58 Sledeée cetvorouglove zvacemo osnovnim obeleZenim
cetvorouglovima:

BN EIEIEIEY

*
*
*
*
*
*
*
X | | | %
X | | X | %
X | | X | Xt

Za svaku Bulovu funkciju f(z,y, z, u) popunjavamo tablicu

x|z |2 |a
z u
z u
Z u
Z u
yly |y ly

tako sto ¢emo za svaku elementarnu konjunkciju SDN F-me te bulove
funkcije f, obeleziti njoj odgovarajuéi kvadrati¢ u tabeli sa simbolm
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*. Na primer za funkciju

x[lt 111111 10000UO0UO0TO00
y{1 1 11000011 110000
z|l1 1.0 0 1 100 1 1 001100
ulfl1 01 01 01 010101010
f(xyzu[[1 01 0 0 001 1 01010 11

SDNF je f(x,y,z,u) = zyzu + xyz'u + xy'2'v' + 2'yzu + 2'yz'u +
'y zu + 2y 2w + 2’y 2'u 1 posle obelezavanja odgovarajuc¢ih polja

dobijamo tabelu:

x| x| |
z | % * | x| u
z u
Z * | * u’
2| * | x| u
ylvivi|y

Zamislimo da je ova tabela od 4 x 4 = 16 kvadrati¢a nacrtana
na elasticnom papiru koji se moze istezati i savijati. Prvo taj papir
isteglimo levo i desno pa ga savijemo u omotac cilindra, a zatim taj
cilindar isteglimo u pravcu njegove ose simetrije, savijemo i sastavimo
u oblik torusa (automobilske gume). Sada iz spoljasnosti toga torusa
posmatramo slike na njemu i trazimo maksimalne osnovne obelezene
cetvorouglove.

Maksimalni obeleZeni osnovni ¢etvorougao je takav osnovni obeleZeni
Cetvorougao koji se ne sadrZi ni u jednom drugom osnovnom obeleZzenom
Cetvorouglu.

I sada svakom maksimalnom osnovnom obelezenom c¢etvorouglu
jednoznacno odgovara jedna prosta implikanta.

Cetiri obelezena polja u uglovima ¢ine jedan maksimalni osnovni
* | *

obelezeni ¢etvorougao T kome odgovara prosta implikanta yu.

Cetiri obelezena polja u preseku prve i Getvrte vrste sa poslednje
* | *

* | %

dve kolone ¢ine maksimalni osnovni obelezeni ¢etvorougao
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kome odgovara prosta implikanta x’u.
Dva obelezena polja u preseku trec¢e vrste sa drugom i tre¢om
kolonom ¢ine maksimalni osnovni obelezeni ¢etvorougao kome
odgovara prosta implikanta y'z'u’.
I na kraju dva obelezena polja u preseku trece kolone sa poslednje
*

dve vrste ¢ine maksimalni osnovni obelezeni ¢etvorougao - kome

odgovara prosta implikanta x'y'z’.

Naravno sve posmatramo na povrsini torusa pa zbog toga ona Cetiri
* | *
* | *

Kako u ovom primeru postoje samo 4 maksimalna osnovna obele-
zena cetvorougla, to postoje tacno 4 proste implikante Bulove funkcije
f ito su yu, x'u, y' 2, 'y’ 2.

MDNF sada dobijamo tako $to uzmemo minimalni broj maksi-
malnih osnovnih obelezenih ¢etvorouglova (prostih implikanti) tako
da je sa njima prepokriveno svako obelezeno polje (bar sa jednim od
njih). Disjunkcija ti prostih implikanti je trazena M DN F'| tj. u ovom
primeru bi¢e samo jedna i to yu + 2'u + y'2'u’.

obeleZena polja u uglovima tabele na povrsini torusa se vide kao

Zadatak 0.59 Napisati SDNF, sve proste implikante © sve mini-
malne DN F' Bulove funkcije f definisane sa tabelom:

|1 1 11 111100000000
yll1 1117 00 001 1110000
211 001 100 11001100
wl[1 01 01 01 01 0101010
flooooz1r1 0110100111

Resenje: SDNF je
xy zu+ xy' zu’ + 2y Zu 4 dyzu+ 2y u+ 2y 2 + 2y e+ 2y 2
Sve proste implikante funkcije f su: y'u’, xy'z, 2'yu, 2’y 2, &' 2 u.
MDNEF :yu +xyz+2'yu+2y2 1 y'u' +xy'z+ 2'yu+ 2'2'u.

/ /

x|l |2 |x
z * * | u
z * | * u’
2 * | * u’
2 * | % | u
ylviv|y
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Iz prethodna dva primera vidimo da broj minimalnih disjunktivnih
normalnih formi (M DN F') za neku Bulovu funkciju f moze bi ti 1 ili
2. Ocevidno taj broj moze biti i vedi.

Bulovi izrazi i Bulove funkcije su veoma znacajni jer imaju velike
primene u drugim naukama kao naprimer i u elektrotehnici, jer se
svako prekidacko kolo moze interpretirati sa Bulovim izrazom tako
sto paralelnu vezu dve grane x i y predstavlja z V y, rednu (serijsku)
vezu predstavlja = A y i o znaci da ako je prekida¢ x zatvoren, onda
je prekida¢ Tz otvoren i obratno.

[lustrujmo na jednom primeru primenu Bulovih funkcija.

Primer 0.60 Konstruisati elektricno kolo u kojem ima jedna (ili vise)
sijalica i tri nezavisna prekidaca, tako da ako tacno jedan prekidac
promeni stanje, onda i sijalica promeni stange.

Jasno je da prekida¢ ima dva stanja 0 ili 1, a sijalica takode dva
stanja 0 ili 1 (ugaSena ili upaljena). Takode je jasno da ako ta¢no dva
prekidaca promene stanje, tada sijalica ne promeni stanje i ako ta¢no
tri prekidaca promene stanje, tada i sijalica promeni stanje. Neka
su z,y,x promenljive koje su oznake za ta tri prekidaca, a f(x,y, 2)
neka je oznaka za sijalicu. Zadatak je znaci konstruisati (odrediti,
napisati, napraviti) Bulovu funkciju koja ima osobinu da ako ta¢no
jedna promenljiva promeni vrednost, tada i funkcija promeni vrednost,
ako tacno dve promenljive promene vrednost, tada funkcija ne promeni
vrednost i ako sve tri promenljive promene vrednost, tada funkcija
promeni vrednost.

Da bi smo napisali tablicu te funkcije f pozeljno bi bilo da uredene
trojke iz skupa {0,1}3 =
={(0,0,0),(0,0,1),(0,1,0),(0,1,1),(1,0,0),(1,0,1),(1,1,0),(1,1,1)}
napisemo ta¢no jednu ispod druge u osam vrsta i tri kolone, tako da
svake dve susedne uredene trojke se razlikuju na ta¢no jednom mestu.
To se moze dobiti naprimer obilaskom svih temena kocke (kroz svako
teme tacno jedanput) krecuéi se neprekidno po ivicama te kocke i up-
isivanjem koordinata svakoga temena kocke kroz koje prodemo, gde je
to kocka cija temena ABC DA;B;C1D; imaju za koordinate redom
(0,0,0),(1,0,0),(1,1,0),(0,1,0),(0,0,1),(1,0,1),(1,1,1),(0,1,1). U
teoriji Grafova to se zove Hamiltonov put, tj. put koji prolazi kroz
svaki ¢vor grafa tacno jedanput. Ako krenemo od temena A(0,0,0),
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tada ¢e to biti put ABCDD,C1 B A;. Tada u ¢etvrtoj koloni napisemo
naizmenicno 0,1,0,1,0,1,0,1 i dobi¢emo tabelu trazene funkcije:

Ty |~z f(iL’,y,Z)
0100 0
11010 1
11110 0
0]1]0 1
0]1/1 0
11111 1
1101 0
0]0]1 1

Sada je oc¢evidno da ova Bulova funkcija zadovoljava trazene uslove,
pa je time kreativni deo posla zavrsen. SDNF' te Bulove funkcije je
flz,y,z) = xy'2’ + 2'y2’ + zyz + 2'y'2. 1z Karnoove tabele

zlx |2 |2
* *

! *
/ /

yly |y \y

sledi da ova SDNF' je i minimalna, pa sad mozemo nacrtati elektri¢no
kolo koje je trazeno u zadatku:
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